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1. ARITMETICĂ 


$ 1.1. Numere reale 


1. Mulţimi de numere 


Sim- | 


Numeie Boiuil 


Mulțimea 


Numere naturale | N | 1, 2, 3, ...,n, 
= No 0, CĂ 2, +3 7; 
Numere impare 
(fără soţ) 4, Boa neo 0 DC ema 
Numere pare (cu 
s0ţ) se Da ei Be sas RER 3 
Numere întregi ARE E 
e As Da oo eg ia 
Numere prime — | Numerele naturale care 


nu au ca divizori decit 
pe 1 şi pe ele însele; și- 
rul numerelor prime este 
infinit; numerele prime 
mai mici ca 100 sînt: 
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T. 1 (continuare) 


Numele ture | Mulțimea 


ee eg BD AA Ag. 49. 

19, 23, 29, 31, 37, 4, 

43, 47, 53, 59, 61, 67, 

741, 73, 79, 83, 89, 97 

Numere raţionale| Q | a=n/m (n, mezZ, m=£0) 


(comensurabile (conţine numerele în- 
sau fracţionare) tregi pentru m = 1) 
Numereiraţionale| — | Numerele reale care nu 

(incomensura- pot îi exprimate printr- 
bile) un întreg sau prin cîtul 

a doi întregi 
Numere reale R | Reuniunea mulțimilor 


numerelor raţionale şi 
iraționale pozitive sau 
negative inclusiv 0. 
R+,R,| Mulțimea numerelor re- 
ale pozitive | 
R-, R._| Mulțimea numerelor re- 
ale negative 
R* | Mulțimea numerelor re- 
ale diferite de zero 
Ri | Mulțimea numerelor re- 
ale strict pozitive 
Numere complexe| C Pentru proprietăţi şi de- 
finiţii ($ 3.4) 
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Egalitatea în aritmetică, ca şi în algebră, este 
notată cu semnul = şi se bucură de proprietăţile: 

a) n =n (se zice că este reflezivă). 

b) Dacă n =m, rezultă m=n (simetrică). 

c) Dacă n =m şim=p, atunci n =p (tran- 

zilivă). 

Pentru că egalitatea se bucură de aceste pro- 
prietăţi este o relaţie de echivalență ($ 2.1.1)*). 
Egalităţile sînt de două feluri: identități, care 
sînt adevărate pentru orice valori date literelor 
ce o compun, şi ecuații, care sînt adevărate numai 
pentru anumite valori date unor litere (numite 
necunoscute) din cele ce o compun. Egalităţile 
pot îi adunate (sau scăzute), înmulţite (sau împăr- 
țite, presupunînd că ambele părţi sînt diferite 
de zero) parte cu parte. 

Inegalitatea a<b (sau b>a) exprimă faptul că 
a este mai mic decit b, (sau b este mai mare decit 
a). Inegalităţile sînt tranzitive: dacă a<b, b<e 
rezultă a<c. 

Două, sau mai multe egalităţi de același sens 
au aceleaşi proprietăţi ca şi egalităţile cu deose- 
birea esenţială că înmulţind o inegalitate cu un 
număr negativ, își schimbă sensul (deci două inega- 
lităţi de același sens nu pot fi scăzute între ele). 
Inegalităţile care au loc numai pentru anumite 
valori date unor litere se numesc inecuații. 


*) Notaţia ($ 2.1) înseamnă „v. paragratul 2.4 ;“ notația 


($ 2.1.1) înseamnă „v. 1 din acelaşi paragraf. 
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2. Mulțimea numerelor naturale poate fi definită 
prin următoarele axiome: | 

a) Există numărul 1 care nu are un precedent. 

b) Orice număr natural n are un succesor n“ şi 
numai unul. 

c) Dacă n” = m!” şi precedentele lor se bucură 
de aceeaşi proprietate, adică n = m. 

d) Orice mulţime de numere naturale care con- 
ține pe 1 şi care, o dată cu fiecare număr al său, 
conţine şi pe următorul n“, conţine toate numerele 
naturale. 

Luînd aceste proprietăţi ca axiome (aziomele 
lui Peano) putem defini operaţiile cu aceste nu- 
mere, cum şi toate proprietăţile lor. Pe ultima 
axiomă se bazează metoda inducției complete sau 
din aproape în aproape. Acest raţionament constă 
în a arăta că dacă o formulă F£(n) este adevărată 
şi pentru E(n'), este suficient s-o verificăm pentru 
n = 1, pentru a afirma că este adevărată pentru 
orice valoare a lui n. 

3. Cîteva proprietăţi ale numerelor naturale. 

a) Dacă un număr d=£ 1, împarte exact pe n, 
vom spune că d este divizor al lui n şi vom avea 
n = dm, undem EA ; invers, n se numeşte multiplu 


al lui d. În (T. 2) avem cîteva reguli simple de divi- 
zibilitate. 
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Divizorul Regula 


2 Ultima cifră să fie 0 sau pară. 
3 (sau 9) | Suma cifrelor să fie divizibilă cu 
3 (respectiv 9) 
5 Ultima cifră să fie 0 sau 5 
4 (sau 25) | Ultimele două ciire să fie 00 sau să 
formeze un număr divizibil cu 
4 (respectiv 25) 
8 (sau 125) | Ultimele trei ciire să fie 000 sau să 
formeze un număr divizibil cu 
8 (respectiv 125) 


11 Diferenţa dintre suma cifrelor de 
rang par şi cea a numerelor de 
rang impar să fie 0 sau să se 
dividă cu 11 

b) Dacă n.>n2, o relaţie de forma 
(1) N = N grr (r< m), 
vom spune că defineşte împărțirea lui n, (deîm= 
părți) prin na (împărțitor), în care g este citul 
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iar r restul. Dacă r = 0, se zice că împărţirea se 
face exact. 

c) Orice număr natural care nu este prim, se 
poate descompune în factori primi 


m "n 7 
N = P1 a pa ...Pr I, 


(2) 


unde p,, Do, -.:; Py sînt numere prime iar m,, me, 
„+; n, numere naturale. Descompunerea este unică. 
Orice divizor al lui n va fi de aceeaşi formă cu 
(2) în care puterile factorilor primi sînt 0 sau 
mai mici decît puterile corespunzătoare din (2). 

4. Fiind date două numere naturale n, ne 
(n4<n2), un număr d, care le împarte exact pe 
amîindouă, se numeşte un divizor comun al lor. 
Două numere care n-au nici un divizor comun 
diferit de 1, se zice că sînt prime între ele. Cel 
mai mare divizor comun a două numere (c.m.m.d.c) 
poate fi obţinut prin una din metodele: 

a) Dacă cele două numere sînt descompuse în 
factori primi, c.m.m.d.c va fi produsul tuturor 
factorilor primi comuni la puterile cele mai mici. 

b) În caz contrar, se fac următoarele împărțiri 
succesive: 


Na = RoC F Fi Pa = Fila -F Fa; Fi = FaCa -F ase 


Da ă ran = 0, atunci ra = c.m.m.d.c. Dacă la 
împărțirea lui rp Cu 7haa (h<n) observăm că 
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aceste două numere sînt prime între ele, putem 
afirma că şi cele date iniţial au aceeaşi proprie- 
tate. Dacă facem împărțirile pînă la capăt şi ul- 
timul rest este 1, înseamnă că cele două numere 
sînt prime între ele (algoritmul lui Euclid). 


CG.m.m.d.c al mai multor numere naturale 
Ni, Nas Pay... Se calculează prin aceleași metode. 
n prima metodă aplicăm aceeaşi regulă iar în a 
doua, calculăm c.m.m.d.c al primelor două numere, 
fie d,; apoi calculăm c.m.m.d.c al numerelor d, 
și n, fie da;ete. Ultimul c.m.m.d.c va fi c.m.m.d.e 
al tuturor numerelor. 


5. Dacă un număr natural n se divide cu n 
Şi na, se zice că n este un multiplu comun a 
numerelor n, şi na. Cel mai mie multiplu comun 
(c.m.m.m.e) a două numere se poate calcula prin 
una din metodele: 

a) Dacă numerele sînt descompuse în factori 
primi, c.m.m.m.C va fi produsul tuturor facto- 
rilor comuni şi necomuni la puterile cele mai 
mari. 

b) În caz contrar, se calculează c.m.m.d.c= d 
al numerelor şi fie n, = de, Na = dea. Atunci 
c.m.m.m.e = dea. Dacă numerele sint prime 
între ele, c.m.m.m.C = nana. 

C.m.m.m.c al mai multor numere se calcu- 
lează prin cele două metode urmind aceleași 
reguli. 
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6. Congruenţe. 

Două numere naturale n,, n, Sînt congruente 
în raport cu modulul m, dacă împărţite cu m dau 
acelaşi rest. Vom scrie | 


(3) N1=na (mod.m); 


acest, lucru se întîmplă dacă şi numai dacă dife- 
rența nj—n, este un multiplu de m. 

Congruenţele au aceleaşi proprietăţi cu ega= 
lităţile ($ 1.1.1). 

7. Cîteva proprietăţi ale fracţiilor. 

a) Fracţia n/m (n se numeşte numărător, m — 
numitor şi ambii — termenii fracţiei) se zice că 
este ireductibilă dacă n şi m sînt primi între ei. 
Dacă d este c.m.m.d.c al lui n, m, adică n = dn,, 
m = dm, atunci n/m = n,/m,, ultima valoare este 
fracţia simplificată şi reprezintă iorma ei ireduc- 
tibilă. Operația inversă simpliticării n/mn = np/mp 
se numeşte amplificare. Dacă n>m şi n = mq-+r, 
atunci se scrie = g Eu unde g reprezintă 

m m 
întregii fracţiei. 

b) Dacă o îracţie are ca numitor pe 10%(n e N), 
atunci fracţia se numeşte zecimală şi poate fi 
reprezentată prin numărul de la numărător căruia 
îi punem o virgulă după n citire de la dreapta 
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spre stinga; dacă numărul de la numărător are 
m<n cifre, atunci în faţa lui se aşază n —m-+ 1 
zerouri şi apoi se pune virgula ca la cazul pre- 
cedent. O fracţie care nu este zecimală se numeşte 
ordinară. 

c) O fracţie zecimală periodică simplă are după 
virgulă, un număr natural, numit perioadă, repe- 
tat de o infinitate de ori (0,521521...); o fracţie 
periodică miztă conţine după virgulă un număr 
natural fix, după care apareo perioadă (0,178181,..). 
O fracţie ordinară ireductibilă se transformă în 
îracţie periodică simplă, dacă numitorul ei nu 
are factorii 2 şi 5; se transformă în îracţie perio- 
dică mixtă dacă printre factorii primi ai numi- 
torului se găseşte 2 sau 5. În acest ultim caz, 
partea neperiodică va avea m ciire, m fiind cel 
mai mare dintre exponenţii lui 2 şi 5. Invers, avem 


N 


(4) A CR 
102 — 4 
(5) 0, mnn... = A 2 (i -L | 3 
109 10P — 1 


unde p este numărul cifrelor lui n, iar gq numărul 
cifrelor lui 7, 
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$. a) Numerele iraționale scrise sub formă 
zecimală au o infinitate de zecimale şi nu sînt 
periodice. 


b) Numerele iraționale sînt de două tipuri: 
algebrice cînd pot îi considerate ca rădăcini ale 
unei ecuaţii P(z)=0, unde P este un polinom cu 


coeficienţi raţionali ($ 7.7) (ex: 4 3, 3), 
iranscendente în caz contrar (ex: 7, 

c) Numerele iraționale sînt E în calcul 
prin valorile lor aprozimative exprimate prin 


fracţii zecimale (ex: |/2= 1,41..., | /3= 1,33. 
294 JÂ.e = 8,1...) În general, dacă un 
număr irațional a se scrie sub forma a<a<B, 
unde «, f sînt fracţii zecimale, atunci « va re- 
prezenta o valoare prin lipsă a lui a, iar 6 o valoare 
prin adaos. Eroarea pe care o facem. luînd pentru 
a una din aceste valori, este mai mică decit 
e=fB-—a. 

9. O mulțime ($ 2.1) este numărabilă cînd 
poate fi pusă în corespondență biunivocă |$ 7.1.1 c) 
cu mulţimea numerelor naturale (de ex., mul- 
ţimea Z este numărabilă). Mulțimea numerelor 
reale dintr-un interval [a, b] nu este numărabilă; 
se zice că are puterea continuului. 


10. Scrierea numerelor zecimale se face în baza 
10, adică se scriu sub forma 


(6) VW 10na4 + 107-1q, +... + 10an-1 + an 
(0 as?) 


sau sub formă prescurtată aoa....a. Această 
scriere este unică. 

Exprimarea unui număr în baza B se face 
scriindu-l sub forma 


(67) N=Bnby+Bn-15, +... + Buna + bn = 
= (Pobs.:bn)g (0s ms B—1).] 


Scrierea este unică şi se procedează astfel: împăr- 
țim cu B şi fie N= BN + bo; împărţim din 
nou N = BN, + bi, ş.a.m.d. Resturile succe- 
sive sînt cifrele numărului W scris în baza B. 

Exprimarea unui număr în baza 2 se face numai 
cu ajutorul cifrelor 0 şi 1. Această scriere este 
folosită în calculatoare electronice. 


$ 1.2. Operații cu numere reale 


1. Operaţiile de adunare, scădere, înmulţire şi 
împărţire ale numerelor întregi, le presupunem 
cunoscute. Orice număr întreg poate îi scris sub 
formă de îracţie al cărui numărător este el însuşi, 
iar numitorul 4. 

2, Suma sau diferenţa fracţiilor care au acelaşi 
numitor, este o fracţie care are același numitor 
iar ca numărător suma sau diferenţa numără- 
torilor. Dacă fracțiile nu au acelaşi numitor, se 
aduc la același numitor calculind c.m.m.m.e 
($ 1.1.5) al numitorilor iniţiali şi apoi se pro- 
cedează ca mai sus, 
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Înmulțirea şi împărţirea a două fracţii se face 

după regulile 

a Cea 00 a a c __ad 

Did pd be 
După oricare din aceste operaţii, rezultatul tre- 
buie simplificat. 

Dintre două fracţii care au acelaşi numitor, 
aceea care are numărătorul mai mare este mai 
mare. Dintre două fracţii care au acelaşi numă- 
rător, aceea care are numitorul mai mic este mai 
mare. Pentru a compara două fracţii între ele, 
le aducem în prealabil la același numitor (sau 
la același numărător). 

3. Operaţiile de adunare și înmulţire a nume- 
relor reale, se bucură de următoarele proprietăţi. 


a+- b şi ab sînt numere reale (propriet. de 
închidere faţă de adunare şi înmulţire). 


(8) a+b=b-+a; ab= ba (legea comutati- 
vităţii). 
(9) a (b+c)=(a+bd)+e; a(bc) = (ab)e 
(legea asociativităţii). 
(10) | a(b-+ro)=ab-rac (legea distributivităţii). 
(11) 4-0 = 2000 4. 4=a: 
(12) |la+(—a)=0; a(1/a)=1 (a-£0). 
(13) |aţ+e=b+e cere a=bd, [i ea 
(14) |ac=be cere a=b (c=£0) ] reducerii). 


Împărţirea cu „0“ nu are sens. 
4. Valoarea absolută a unui număr real a este 
definită prin 
a dacă a>0, 
(15) al =] —a dacă a<0, 
0 dacă a=0, 


încît avem întotdeauna |a|0. Avem proprie- 
tăţile: 


(46) |la|=0 implică a==0. 
(17) [ilal—ldllsla+2lslal +2. 


(48) |iai=lailei; = (po). 


&. 
b 
Inegalităţile: |a|s<A, |b|SB implică - 


(19) |lal+lblsA4A+BşilablsA48. 

(19) | |a—b|<c este totuna cu b—c<a<b+e 
Şi invers. 

$ 1.3. Rapoarte şi proporţii pă 


1. Raportul a duuă mărimi a, b de aceeaşi 
natură, este citul numerelor abstracte care re- 
prezintă aceste mărimi măsurate cu o aceeași 
unitate de măsură, şi-l vom reprezenta prin a/b. 


CA 


2, Se numeşie proporţie egalitatea a două ra- 
poarte — = = ; numerele a şi d se numesc ez- 


tremi, b, c se numesc mezi, iar toate numerele 
a, b, c, d se numesc termenii proporţiei. 


9. Proprietăţi fundamentale. 


a) Dacă schimbăm mezii sau extremii între 


ei, proporţia nu se schimbă. i 


b) Inversa unei proporţii (= Bai 2) este tot o 
a Cc 
proporţie. 
c) Produsul mezilor este egal cu produsul 
extremilor (ad = bc). 
d) Orice relaţie de forma ad = be (a, d, c, d 
diieriţi de zero) se poate scrie sub tormă de pro- 


porție 23 
d 


4. Dacă b=c, atunci b=—ad (b=|//ad) şi 
b se numeşte media geometrică a numerelor a, d. 
Oricare din cele patru numere a, b,c, d se numeşte 
a patra proporțională a celorlalte trei, 


b. Din proporţia 
a 
2 — = 


&|o 
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rezultă proporţiile echivalente 


at kb _c+thd Dn OS 
(21) b d o at-kb cLhd 
at ke c a kb c + kd 


(PĂ 
d hd Di el el tal 


Presupunem că toate combinările făcute la numi- 
tor nu sînt nule. 

6. Într-un șir de rapoarte egale, avem proprie: 
tatea 


(22) | 22 = 23 — o am o aaa E cit en, 
b b 


by E bat «E bn 


7. Două numere z, y se zice că sînt direct pro- 
porționale dacă z = ky. lar dacă (z', y'), (27%, y”) 
sînt două, rînduri de valori ale celor două numere, 
atunci z” /z' = y"/y'. Analog, se zice că două 
numere sînt invers proporționale dacă z = „ a 
cu aceleaşi notații, avem 2 /az' = 

8. Pentru a împărţi un număr i în părţi pro- 
porționale cu numerele m; (i = 1,..., n), vom 

nota părţile cu z; şi vom scrie 


iz MF Ma e... + mn 
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Analog, pentru a împărţi un număr A în părți 
invers proporționale cu numerele m; (i = 1, ..., n), 
vom nota părţile cu z,; şi vom scrie 


1/2 e 1 [za is 


za 1/2n 


(24) 


$ 1.4. Puteri şi radicali 


1. Prin „puterea n“ a unui număr a înţelegem 
numărul 


(25) 


a se numeşte baza, iar n EN exponent. Prin „ră- 
dăcina de ordinul n“ sau „radical de ordinul n“ a 
unui număr 4>0, înţelegem un număr (în general 
irațional), pe care-l notăm cu 


CA ma 


Li 
(25. 1012 = 1 bilion 
1 109 —1 miliard 
a = Va, la>0) 105 =1 milion 
105 = 1 INie 
şi care se bucură de 102 = 1 sută 
proprietatea 101 = zece 
100 — unitatea 
10-1 = o zecime 
(26) 10-2 = o sutime 
13n 10-3 = o miime 
(Va = a ăi 10-68 = o milionime 


Mai general, vom nota cu 


(27) 
şi de asemenea 


(28) | a = 1, a-P = 1ja?, (a>0) (peQ).| 


Prin aceste egalităţi, s-au definit puterile ra- 
ționale ale numerelor reale strict pozitive. În 
(T. 3) se găsesc puterile lui 10 mai importante. 
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2, Avem proprietăţile (a, 5>0): 


(29) anam= an+m:; (a? Mann; an |am= an m, 
(30) (ab) = anbn; (a/b)n = an/bn. 

(31) | Va-70= Vad; Vab=Va/Vo. 

(32) îi Va="V/a; Vai = ba; 


and = !/ aa ale 


Observaţie. Simbolurile „putere“ şi „radical“ nu 
sînt distributive, adică 
(33) (a + Bnzgan + bn; Va Fbz/a+V/d 
(a, b>0, n=£t). 
3. Dacă o îracţie are radicali la numitor, prin 
amplificarea fracţiei se poate face ca numitorul . 


să nu mai conţină radicali: se spune că s-a rațio- 
nalizat numitorul. 


Avem exemplele 
(34) e a "dă AR „2000 a/ bee) , 
V d b V/o+ Ve b—oc 
a _a Va be+ e 
Po Vo bo 
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Radicalul suprapus V/a + V/ B se poate trans- 
forma în radicali simpli în ipoteza că 42 — B= C3; 
avem formulele 


(35) 


avar aro u-o. 


4. Pentru extragerea rădăcinii pătrate dintr-un 
număr se procedează asiiel. 

a) Se împarte numărul în grupe de cite două 
cifre de la dreapta la stînga şi apoi sînt considerate 
grupele de la stinga la dreapta în ordine naturală. 

b) Se caută ciira n, a cărui pătrat este cel mai 
mare care intră în prima grupă şi care va îi prima 
cifră a rădăcinii Pa iaiea 

c) Scădem pe n? din prima grupă. 

d) La rezultat adăugăm grupa următoare şi 
obţinem un număr A 

e) La numărul 2n, alăturăm un număr n, astiel 
ca (2n.,)na X nas<A (n, este cel mai mare număr 
care se bucură de această proprietate). 

î) n, va îi a doua cifră a rădăcinii. 

g) Formăm numărul A — (2n,)na X nn = Aşi 
continuăm cu A, aşa cum am procedat cu A scă- 
zind (2nun2)ns X na, ş.a.m.d. 

Dacă ultimul rest este nul, extragerea de rădăcină 
pătraţă se face exact şi numărul se zice pătrat per- 


= 97 


fect; dacă nu, se pune o virgulă și se adaugă atitea 
grupe de 00 cîte zecimale exacte dorim să scoatem. 
Un exemplu este dat în (T. 4) în care s-a scos 
rădăcina pătrată cu două zecimale exacte, 


T, 4 
|/54123,0000 | 232,64 
A 43 X 3 = 129 
141 462 X 2 = 924 
129 4646 X 6 — 27876 
1223 46524 X & = 186096 
924 
29900 
27876 | 
202400 E 
186096 
16304 


Proba se face ridicind la pătrat numărul obţi- 
nut şi adăugind restul rămas; rezultatul trebuie 
să fie numărul dat. (În T.4 avem 232,642 + 
+ 1,6304 = 54123). 

Observaţie. Pentru ca un număr natural să fie 
un pătrat perfect, trebuie ca ultima cilră să lie 
0.4 4-5, 6, 9. 
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2, ALGEBRĂ 


$ 2.1. Mulţimi. Structuri 


1. După Cantor, „0 mulţime este o asamblare 
de anumite obiecte, bine distincte, ale intuiţiei 
sau gîndirii noastre, într-un singur tot“*). Exemple 
de mulţimi avem la $ 1.1.1. 

n calcule, o mulțime poate fi reprezentată 
printr-o literă mare E, sau prin ţa, d, c,..) unde 
se pun în evidenţă elementele ei, sau prin (z|p) 
unde z este un element curent iar p este proprie- 
tatea prin care se defineşte mulţimea. 
În interpretarea intuitivă a proprietă- 
ților unei mulţimi, se foloseşte schema 
lui Euler (fig. 1) în care se repre- 
zintă mulţimea de bază E și diferite 
submulțimi ale ei prin punctele inte- 
rioare unei curbe închise. În T. 5 sînt trecute 
primele definiţii care se folosesc în calcule. 

*) Textul original: „Eine Menge ist eine Zusammen- 
fassung von bestimmten wohlunterschiedenen Obijekten 


(den Elementen der Menge) unserer Anschauung oder 
unseres Denkens zu einem Ganzen“, 


Fig. 1 
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Simbolul 


Definiţie, proprietăţi 


Li 


Semnul deducţiei logice 
Semnul echivalenţei logice 
„oricare ar îi“ sau „pentru orice“ 
„există cel puţin un a astfel ca“ 


Semnul relației de echivalență (are 
proprietăţile: a—a  (reflexivă), 
am ba ba (simetrică), a—b, 
bca arc [tranzitivă) 


Produsul cartezian al mulţimi- 
lor A, Y şi reprezintă mulţimea 
iz, la eX, ye F). În figură, 
punctele dreptunghiului ABCD re- 
prezintă produsul cartezian al punc- 
telor mulțimilor definite prin seg- 
mentele PO, RS. Produsul mai 
multor mulţimi se notează cu 
An Xa XE ss X An 


a aparţine lui E 


a nu aparţine lui £ 


Simbolul | 


DS A 


Flg. ră 


T. 5 (continuate) 
Definiţie, proprietăţi 


Mulțimea B inclusă sau identică 
cu A; A include sau este identică 
cu B. Aceasta înseamnă că dacă 
b E B, atunci şi b EA. 


Incluziune strictă, adică există 
şi elemente a E A astfel caca £B. 
B se numeşte submulțime a lui A. 


Reprezintă complementara lui A 
faţă de E şi în figură este repre- 
zentată prin partea haşurată. 


Mulțimea vidă. 
Reuniunea mulțimilor A, B; 
reuniunea mai multor mulţimi se 
n 
notează cu U 4: 
1= 


T. 65 (continunre) 


Simbolul | Definiţie, proprietăţi 


AN8B Intersecţia mulțimilor A, B; in- 
tersecţia mai multor mulţimi se 


[A e ia 
CV, ş notează cu []4; 
i=l 
Fig. 6 
ANB8=G8 


Mulţimi disjuncte. 


Fig. 7 


2. O mulţime “5 înzestrată cu operaţiile |, , 
m se numește algebră Boole dacă, cu notaţiile 
precedente, are următoarele proprietăţi. 

Pentru toate mulțimile A, B, Ce “B avem: 


(959 A BCE: A[|PCE, AGE. 
(37) PAL BB iA: A[(15 = BOA 
(comutativitatea). 
(383) [| AU(BUC)=(4UB)ULC; 
AN(2NC0)= (4AN38)MC (asociati- 
vitatea). 


(39) | 4U(2NO)=(4UBN(A4UCO); 
AN (BUC) =(4ANBUUANC) 
(distributivitatea). 
(40) | AUA =ANA = A (idempotenţa). 
(41) | AU B=— Bdacă şi numai dacă A[()B=A 
(compatibilitatea). 


(42) |AU4=E, 4AN4=0. 


Luînd aceste proprietăţi ca axiome (nu sint toate 
independente între ele) deducem de asemenea: 


în AUE=E; 43) 4AN0=0. 

î&) LANE = A: (e) AUD =A. 

45) |AN(AUB)=AU(4(8B)=A 
(absorbţia). 

E) |îp iC Ada 

4) LAC B şi BCA=A=B 

ki A N B=A sau (48) AU B=BoA CB 

49) | BCACE. 

(50) [4=4;(50)E=8; (50%) =E. | 

(51) 5) NB; (GI) ANB=AUB 

(52) 4ANB=B-o-A=B 

(53) AUB; 

(55) 


OU(2N8 = 
n &). 
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9 — Mie memorator de matematică 


ES 

3. Fie a, b două elemente oarecare aparţinind 
unei mulţimi nevide E(va, b E E); o operaţie 
care asociază acestui cuplu un nou elemente e £, 
se zice că este operație internă a lui E. Fiind 
date două mulţimi E, E şi a FE,a' E E',senu- 
mește operație ezternă taţă de £, o operaţie care 
asociind pe a şi a” între ele, conduce la elemente 
ale mulţimii £'; prima mulţime E primeşte nu- 
mele de mulțime de operatori. Pentru operaţiile 
interne se foloseşte unul din simbolurile o, *, Ţ, 


Gînd într-o mulţime E s-au definit una sau mai 
multe operaţii de compoziţie, interne sau externe, 
se zice că pe E s-a definit o structură algebrică. 

4. Grup. O mulţime G nevidă se zice că lor- 
mează grup dacă și numai dacă faţă deo operaţi 
internă e satisface următoarele axiome: 

a) Dacă a, b EG, atunci şi a b€EG. 

b) ac (boc) = (ao b)oc (asociativitatea). 

€) G conţine un element neutru (element uni- 
tale) astiel ca 


uca=acu=a,. 
d) Oricare ar fi a EG, avem în G un element 
a”! numit inversul lui a, astfel ca 
deasa log =; 


O mulţime care satisface numai axiomelor a), 
b) se numeşte semigrup. Dacă avem în plus acb = 
= boa, grupul se numeşte comutatip sau abelian. 
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A 


Atunci cînd operaţia grupului este adunarea se 
zice că grupul este aditiv (elementul neutru se 
numeşte „zero“, iar a”! se notează cu —a), iar 
dacă operaţia este înmulțirea, grupul se numeşte 
multiplicativ (elementul neutru se notează cu „1“ 
iar inversul cu 1/a). Un grup aditiv comutativ 
se numeşte modul. 


Proprietăţi. 

a) u este unic. 

b) a-1 este unic. 

c) ecuaţia z>a = b are soluţia z = bea”l, 
iar ecuaţia aoy = b, are soluţia y = a”leb 
(care se confundă în cazul grupurilor comuta: 
tive), 

d) (ăia; 

€) (aieb)-1 == briogat, 


5. Inel. O mulţime 7 se zice că formează inel 
dacă şi numai dacă posedă două operaţii numite 
adunare şi inmulțwe reprezentate prin simbolurile 
+ şi satisflăcind axiomelor: 


a) Faţă de operaţia adunării formează modul 
($ 2.1.4) cu elementul neutru 0. 

b) Faţă de operaţia înmulţirii formează 
semigrup ($ 2.1.4). 

c) Cele două operaţii sînt legate între ele 
prin azioma distribulivităţii 

(a + bj-c=a-c+ bee, c-(a+t)= 

= Cc'a -p cb. 
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vu” 


"Un inel se zice că este comutativ dacă operaţia 
înmulțirii este comutativă. Dacă inelul are ele- 
ment unitate taţă de înmulţire va avea şi ele- 
mente inverse lață de această operație, tără ca 
proprietatea să lie generală (de ex., elementul 0 
nu are invers). 


Proprietăţi. 

a) Adunarea are o operaţie inversă numită 
scădere, 

b) Avem a-b=—0, dacă a=0 sau b=0. 

c) Invers, ecuaţia a* b = 0 nu cere neapărat 
ca unul din factori să fie nul; elementele 
a = 0 care satislac această ecuaţie se numesc 
divizorii lui zero la stinga, iar elementele b 4 0 ma 
care verifică aceeași ecuaţie se numesc dipi- SE 
zorii lui zero la dreapta. Nu orice inel are ase- “ 
menea divizori; un inel comutativ cu element 
unitate faţă de înmulţire, dar tără divizori . 
ai lui zero, se numeşte domeniu de integritate 
sau domeniu întreg. 


6. Corp. O mulţime C se zice că formează corp 
dacă şi numai dacă: 


a) Este inel faţă de adunare și înmulţire 
$ 24,5). 
b) Formează grup faţă de înmulţire ($ 2.1.4). 


n corp are cel puţin două elemente u și 0, dife- 
rite între ele. Un corp comutativ faţă de înmulţire 
se numeşte corp comutatw sau cîmp. 
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A Zvi 
d: 


- 


să Identităţi. 


54) | (at b2=—a24+ 2ab + bd2. - 

55) | (a + bb =—a54+ 302b + 3ab2 4 d. 
a2 — b2=(a—b)la+b). 

EA a3F b=(aFb)(a2+ab+ bd). 


(58) | ah — bn = n-a) b) (an-1 + an-20 + ...+ 
| abn=2 4 bn-i 
— gQ2m-1p +, — ab2m-1 + pm), 


(60) am — p2m = (am — bn) (am + A 
= (a + i gi Q2M—2p 4 a + 
E abam-2 p2m-—1 
i (61) | (a+b+ek = aaa p2 + c2 + 2ab + 
+ 2bc + 2ca. 
(42 + b2—+ c2)(22+ y24+ 22) — (az + 
(62) + by. + cz)? = (ag — ba)? + (bz — 
— cy)2 + (cz — az). 


(63) | a + + o — Babe = la + B+ 


e) [la — 02 4p: = op + (e — a]. 
E (a2 -- ab -- b2) (a2 aa: 


Gitul a dou polinoame se numeşte fracție ra- 
țională. În cazuri particulare, o lracţie raţională 
se reduce la un polinom. Simphficarea iracţiilor 
raționale se face căutind factorii comuni ai poli- 
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noamelor care formează numărătorul şi numitorul 
ei. Astfel, cîtul a două monoame este tot un monom, 
dacă monomul de la numărător conţine partea 
literară a celui de la numitor, factorii avînd Xpo- 
5asbct 


nenții mai mari la numărător |de ex., ——— = 
— 3a2bc? 


= — A aha) = 
3 


2. Obişnuit un polinom este ordonat după 
uterile descrescătoare (sau crescătoare) ale unei 
itere z care intră în termenii ce-l compun şi se 
notează cu P(z). Cea mai mare putere n a lui 
se numește gradul polinomului (n = gr. P). Mo- 
noamele ce-l compun se numesc termenii polino- 
mului şi sînt cel mult în număr den + 1; ter-. 
menul ce nu-l conţine pe z se numește termen 
E: Un asemenea polinom se scrie obişnuit sub 
orma 


| (65) P(z) = ed i QgaNoi + ek apa P + 


Un=3% + n. 


Suma a două (sau a unui număr îinit) poli- 
noame este tot un polinom sS(z) astfel că gr. lui 
S este mai mic sau cel mult egal cu cel mai mare 
din gr. lui P şi Q. Produsul II(z) a două (sau . 
a unui număr finit) polinoame este tot un poli- 
nom, astfel ca gr. Il(z) = gr. P+ gr. Q. Faţă 
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A operaţiile de adunare şi de înmulţire, mulţimea 
“polinoamelor P(z) formează inel. 

3. Citul a două polinoame nu este în general 
un polinom. Cîtul şi restul împărţirii a două poli- 
noame P(z) (deîmpărţitul) și Q(z) (împărţitorul) 
sînt definite prin identitatea 


SP P(z) = Q(2)C0(2) + R(z), 
(66) 


gr P>gr *Q;prCmgr *P—pr.0; 
gr, Rr. Q: 


" Dacă Q(z) = z + a, atunci R= P (+a) şi împăr- 
ţirea se face exact 'cînd P(+ a) = 0. Identitatea 
(66) este unică. Algoritmul de calcul al lui C(z) 
şi R(z), cînd cunoaştem pe P(z) şi Q(x) este ace- 

„laşi ca şi în aritmetică. 
4, Se demonstrează că un polinom de gr. n se 

“poate scrie întotdeauna în mod unic, sub forma 


P(z) = ao(z — za) (2 — ama... 
(67) ... (2— 2p)Mp, 
My F Mat s..FmNp=n,. 


Binoamele 2 — 4, 2 — s.. E — p jucînd 
rolul factorilor primi din E tmoliaa (0 Ma za 
zp sint rădăcinile polinomului, diferite între ele). 
Fiind date două sau mai multe polinoame, prin 
c.m.m.d.c. al lor se înţelege polinomul D(z) de 


== E a e i 4 


gr. cel mai mare care le divide în același timp 
pe toate. Calculul lui D(z) se calculează prin 
metodele date la ($ 1.1.4). Analog se defineşte 
c.m.m.m.c a mai multor polinoame ($ 1.1.5). 

5. Adunarea, înmulţirea şi împărţirea fracţiilor 
raţionale conduce tot la fracţii raţionale. Calcu- 
lele cu fracțiile raţionale se fac după aceleaşi 
metode cu cele întrebuințate în operaţiile raţio- 
nale în aritmetică ($ 1.2.2.3). Scriind identi- 
tatea (66) sub forma 


Piz) _ ata a Ale) 
Bac Cizat Ora 


rezultă că o fracţie raţională P(z) / Q(z) pentru 
care gr. P>gr. Q, se poate reduce întotdeauna 


(66”) 


gr. Ri <gei i 

6. Un polinom P(z) scris sub forma (65), este 
identic nul (adică ia valoarea zero pentru orice z), 
dacă şi numai dacă ap = ay = ... = ap = 0. Dacă 


(65) Q(2) = boz -F bani A ... - Drm | bms 


atunci polinoamele P(z) şi Q(z) sînt identice 
între ele (adică iau aceleaşi valori oricare ar îi z), 
dacă şi numai dacă m=n, bp=aplp=%, 
4 rcoeg th 
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la o fracţie raţională R(z) / Q(z), pentru care 


$, 2.3. Analiza combinatorie 
Binomul lui Newton 


1. Fiind date n litere distincte în ordinea alfa- 
betică, simbolizind elementele unei mulţimi, cu 
ajutorul lor, luindu-le cîte p(p sn), se pot forma 
di: care după natura lor se numesc: 

a) Aranjamente, dacă grupele diferă între ele 
prin ordinea sau natura literelor care le compun. 
umărul aranjamentelor este egal cu 


(68) | AX = n(n — 1)...(n —p+1). | 


Tabelul (747) se formează din (TA?!) a adăugîn- 
du-i la urma fiecărei grupe toate literele neîn- 


trebuinţate în grupă. Se ţine seamă că (Tar) 
este format din însăşi literele date (vezi T. 6). 


b) Permutări, dacă fiecare grupă conţine toate 
literele, grupele diferind între ele prin ordinea 
literelor. Numărul permutărilor este egal cu 


(69) | 2, 0.2.8; Ole În | 
Tabelul (7P2,) se formează din (7P,._.) plasînd 
o a n-a literă la începutul, sfîrşitul şi între lie- 


care din primele n — 1 litere cu care este scris 
acest tabel (vezi T. 6). Să presupunem că cele 
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+ litere sînt cifrele de la 1 la n. Două cifre (p, 4) 
;8 zice că prezintă o inversiune dacă p > g. Dacă 
numărul tuturor inversiunilor unei permutări 
este cu soţ, vom spune că permutarea este pară 
şi impară în caz contrar. Dacă într-o permutare 
se schimbă două cifre între ele, permutarea din 
pară devine impară şi invers. Numărul permută- 
rilor pare este egal cu numărul permutărilor 


impare şi egal cu an l, 
c) Combinări, dacă fiecare grupă conţine p 
(pn) litere, două grupe diferind între ele prin 


natura literelor care le conţin. Numărul combi- 
nărilor de n obiecte luate cîte p, este egal cu 


Deep - 
p! 


a 00, a at. 
pl(n—p)! 


(90) 


Tabelul combinărilor (7C?) se formează din 
aproape în aproape adăugind la urma fiecărei 
combinări din (7C2-1) literele nefolosite în ordi- 
nea alfabetică faţă de ultima literă. Tabelul (7'C2) 
sînt însăşi literele date (vezi T. 6) 
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Avem formulele: 


Ai TE Cn cz CR, 
(92) Cm SRI 6-0 et atat SN art pac. uitai Ra 
! n-+p 
i E Cu = nai 
(59) | d Doe pese e AP 
Da | Ma ORICE ez ana e [0 CR mată 


DA | d-bi ed 


Aa ab, ac, ad; ba, bc, bd; ca, cb, cd; da, db, dc. 


TA abc, abd; acb, acd; adb, ade; bac, bad; 


bca, bed; bdc, bda; cab, cad; cba, cbd; 
cda, cdb; dab, dac; dba, dbc; dea, dceb. 


i 43 ab, ba. 

IP; | cab, acb, abc; cba, bca, bac. 

TP, | dcab, cdab, cadb; cabd; dacb, adeb, acdb, 
acbd; dabc, adbe, abdc, abcd; deba, cdba, 
cbda, cbad; dbca, bdca, beda, bcad; dbac, 
bdac  bade, bacd. 


TCĂ Gu Bi: d 
ilor ab, ac, ad; bc, bd; cd. 
Ca abc, abd; acd; bed. 
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9. Binomul lui Newton, Dacă n E N, atunci 


(2 + a)” = 2 + Gui Que, 


n 
1 —l 
CR pa gas ) CP a P qP 
p>=l 


(95) 


Pentru n = 2, 3 avem formulele ($ 2.2. (54), 
(55)); pentru 3 < n << 10, coeticienţii binomiali CA 
sînt trecuţi în (IT. 7) 


4-7 
ip IA4lAal| GI &l 1 
id i 
n= 6 1] 6] 15| 20] 45 6| 4 
N = TE 24 951-951 94| 17| 4 
ESC EURIE- RE E E NOR 
SEA EI EI ECE EI EI EI E] 
ua fo | ashizolarolaca atol szojes | ze] 1 


Proprietăţi. 
a) Binomul lui Newton are n +1 ter- 
meni. 
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b) În fiecare termen suma puterilor lui z 
şi a este egală cu n. 

c) Coeficienţii egali depărtaţi de extremi 
din dezvoltare sînt egali; primul şi ultimul 
sint egali cu unitatea. 


d) Coeficientul unui termen se găsește 
din precedentul înmulţindu-l cu puterea lui 
z şi împărţindu-l cu puterea lui a mărită 
cu o unitate (este vorba de puterile lui z 
şi a din termenul al cărui coeficient îl 
căutăm). 


3. Binomul lui Newton se generalizează prin 
formula 


(a + b+e..+ ln = 
(96) 2) Sa. Ma A 


p lg] 


însumarea din dreapta făcîndu-se luînd pentru 
DP; Q; -.., s toate valorile întregi pozitive astfel 
ca p+g+..+s=n. În particular, avem 
(97) 

(a + Bam D2=doa2+29ab, 

(97) 

(a + br a. + = da + 3920 + 6) abe, 
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însumările făcîndu-se la toţi termenii de tipul 
indicat după >). 

4, Sumele 
(98) Sp = 1P4+ 9294... + nP 
se calculează din aproape în aproape cu ajutorul 
relaţiei de recurenţă 


(99) Cui Sp + Cosa Spa + sk (ta Şi 
Ge iat 4) [af Ap 4] 


Se găsesc valorile 


S, = 2 nin +4), 

ze a nin + Aaaa) 
(100) 

S, = Înt(n + 1, 


cae ant 1) (2n + 1) (3n+ 3n —1). 


Cu ajutorul acestor sume, se pot calcula sume 
LU) 
de forma > > P(p), unde Pip) este un polinom în 
p=! 
p (p E N), după metoda 


Splp+1lp+2)= Yip + 3p2+ 2p)= 
p=l p=l 


LU) n n 
9 Bia Do p2+ 2 Yo p = Sa+35+25,= 
>= p=i 


p=l 


an ++ 2n+ 5). 


5. Progresii. 

a) Se numește progresie aritmetică un şir de 
numere ($ 7.1.2) în care un termen se deduce 
din precedentul adăugîndu-i un număr fix numit 
raţie. O progresie aritmetică este cunoscută cînd 
îi cunoaştem primul termen a şi raţia r; expresia 
ei este 


a, a+r, a 2r,a + 3r, 
al n-lea termen avind ca expresie 
ap =a+ n — 1). 


Într-o progresie aritmetică cu n termeni, suma 
termenilor egal depărtaţi de extremi este con-= 
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sfantă. Suma tuturor termenilor unei asemenea 
progresii este egală cu 


(101) Sn=a+(a+r) +... + la+ (n—1)r]= 
= na + dn) = 2 nl2a + (n — 1)r]. 


b Se numește progresie geometrică un şir de 
numere în care un termen se deduce din preceden- 
tul prin înmulţirea cu un număr fix numit 
rație. O progresie geometrică este cunoscută cînd 
îi cunoaştem primul termen a şi raţia g; expresia 
el esle 

E 07000 000, ae 
al n-lea termen avînd ca expresie 
dn = aq" nl, 

Dacă g > 1, termenii progresiei cresc, iar dacă 
pa 94, descrese, suma a n termeni dintr-o 
progresie geometrică este egală cu 
aj aă 
Sn= atrag... +agl=a 

1=—9 
Dacă |g| < 1, atunci avem suma progresiei infinite 


(102) S=a+t+ag+...+aqn-1+... = E 


eg 
(prima parte reprezintă lim 51 cînd n tinde către 


nN—99 
infinit $ .7.3.1). 
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$ 2.4. Feuaţii pariiculare 


1. Se numește ecuație alsebrică o ecuaţie de 
. forma P(x) = 0, unde P(z) este un polinom de 
gradul n. Se zice că ze este o rădăcină sau un zero 
al ecuaţiei, dacă P(x) = 0; 2 se numeşte o ră- 
dăcină de ord. m a polinomului P(z), sau a ecua- 
ţiei P(x) = 0, dacă: 

(103) | Pl) =(2—zo)mP(z), | 


P,(z) fiind un polinom de gr. (n—m). O ecuaţie 

algebrică de gr. n are n rădăcini. La ($ 7.7) se 

găseşte teoria generală a ecuaţiilor algebrice. 
2, Ecuaţii de gradul 1 sînt ecuaţiile de tipul: 


az + b=0(a-£0) şi au soluţia unică 


îti, zo = —b/a. 


3. Ecuaţii de gradul 2 sînt de tipul: 


az? + bz + ec =0(a-£0) şi au soluţiile 
(105) — b + Vo — Bac 
aa 
(106) az24+ 2b'z + ec =0(a=£0) are soluţiile 
— b' + /b* —ac, 


a 


= 
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.... .. 


1 n amana 


(107) 


gâ + 2b'z + e = 0 are soluţiile 
Lip = —b +V b2—c. 


Expresia R = b? — &ac se numeşte realizantul 
sau discriminantul ecuaţiei (105). Dacă z, cores- 
punde semnului +, iar za semnului —, în soluţii, 
avem discuţia: 


: E. 


Natura rădăcinilor 


21, Za complexe conjugate 
1, Za reale pozitive 
+ Za, areale, ambele nega- 
tive 
— |?» areale, desemne con- 
trare, cea pozitivă mai 
mare în valoare absoluiă 
ca cea negativă 
— [Zu zareale, de semne con- 
trare, cea negativă mai 
mare în valoare absolută 
ca cea pozitivă 
AS o rădăcină dublă reală, 
TI — Va. 


4, Feuaţii bipătrate sînt ecuaţiile de forma 


azi + bz24+ cec =0 şi au soluţiile 


(108) —b ba — a 
Dus-ssq E + e, 


A se vedea şi $ 3.4.4 

5. Ecuaţii reciproce sînt ecuaţiile în care coefi- 
cienţii egal depărtaţi de extremi sînt egali (a, = 
= (n=r). Dacă ecuaţia este de grad impar, ea admite 
rădăcina z = —1 şi împărțind ecuaţia cu 2 +1, 
ne rămîne o ecuaţie reciprocă de grad cu soţ. 
Dacă o ecuaţie reciprocă admite rădăcina a admite 
şi rădăcina 1/a. Pentru a rezolva o asemenea 
ecuaţie de grad cu soţ se face substituţia 


(109) z+1/z=y, 


care ridicată succesiv la puterile 2, 3, ..., ne spune 
că aP + 1/aP = Al(y) (polinom în y). Se împarte 
ecuaţia cu 2272 şi ţinînd seamă de rezultatul pre- 
cedent,. ecuaţia se reduce la o ecuaţie algebrică 


B(y) =. 0 de gr. E n. La fiecare rădăcină a acestei 


ecuații, rezultă din (109) două rădăcini ale ecua- 
ţiei iniţiale. De ex., pentru ecuaţia de gr. 4, avem 


53 


aozt + aa + apt? + az tao =0; | 

ao(z* + 1/22) + az + 1/2) + a2=0; 
(110) | rit pP—2; at ay + 

+ (aa — 2a9) =0 cu rădăcinile y,, ya; 

Pe Da pr+1=0; 22 — yoz + 1=0 etc. 


6. Sisteme de ecuaţii. Fiind date două ecuaţii 
cu două necunoscute P(z, y) =0, Qlz, y)=0, 
respectiv de gr. m şi n, a rezolva sistemul format 
de ele, înseamnă a găsi perechile de numere (z, 7) 
care să le verilice simultan. Pentru calcul, se 
elimină una din necunoscute scoţindu-i valoarea 
dintr-una din ecuaţii. De ex., scoţind pey = R(2) 
din a doua și înlocuindu-l în prima, se obţine o 
ecuaţie numai în z, S(z) = 0. Rezolvind această 
ecuaţie, găsim rădăcinile zz, cu ajutorul cărora 
se formează perechile [zp, yi = R(zk)] care vor 
fi soluţiile sistemului dat. Sistemul admite în 
general maximum mn soluţii reale sau complexe. 
Metoda se aplică lără nici o dificultate dacă una 
din ecuaţiile date este de gr. 1 într-una din necu- 
noscute. Uneori este bine ca înainte dea începe 
calculul, să se înlocuiască ecuaţiile date prin 
combinaţii care pot conduce la ecuaţii mai simple 
decit cele iniţiale. 

7. Fiind date două ecuaţii algebrice P(x) =0, 
Q(z) = 0 (P şi Q două polinoame) se numește 
eliminantul lor A, rezultatul eliminării lui z între 


94 


cele două ecuaţii. Condiţia ca cele două ecuaţii 
să aibă o rădăcină comună este A = 0. Astiel, 
eliminantul ecuaţiilor 


az2 + baz + c=0, a'a2+ b'z4+ec'=0 
esie | a 
A = (ac — ac”)? — (ab' — a'b)(be” — bc). 


$ 2.5 Inegalităţi 


1. În urma definiţiei ($ 1.1.1), pe lîngă inega- 
lităţile (17), (18), (19), (19) avem de asemenea: 


(111) | Dacă 0O< ab, atunci aP <b?(p € RY), 


Vas"/ ben). 
(442) | lar +... + ZISla| HIBI+ +2, 
(113) | Dacă a<b şi a, d, m, n>.0, atunci 

a < a că se Di 

mn 
(41%) |a24+ b24+c2Zab4+ bec-+ ca. 
(115) |a2+ b5+ cc 3abc. 
(116) | aa Sac a > Pasa amo 
(ax > 0). 
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(117) | (1+a)(1+35)...(14+0)>1+(a+ 

see aa st 1]; (4250, se 220]. 
(118) | 1—an<n(1—a) dacă 0O<a<1 şi 
( 18”) an — 1 > n(a — 1) dacă a >. 


(119) | (1 — a) >1—na + 2 nn — 1)a2 — 


i în — 1)(n — 2), (3<ney, 


pal 4). . 
(120) |nnt1 > (n +1), (3<n€e N), 


(421) |n <ni< i = i 


(122) | (ai raa+... han) (câ ++... +a2)2 
2 (a, - (aa -— ... -- an&n)2. 
(123) | Dacă 0O<a<1, a*> a, cîndz<y, 
iar 
(123) | dacă a > 1, a* <aY cînd z<y ($7.2) 
(124) | Dacă 0<a<1, logaz> logay, cînd z<y, 


iar 
(124) | dacă a>1, logaz < logay cînd z<y 
($.7.2); 
2. E =ax-+ bb, dacă 2 = —b/a, atunci E 


are același semn cu a, dacă 2z>29 şi semn con- 
trar, dacă <a. 
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3. T=ax2+bx+o. Dacă b2— ac >0, 
ecuaţia are două rădăcini reale și 7 va avea 
același semn cu a, dacă z este în afara rădă- 
cinilor, şi semn contrar cu a, cînd z este între 
rădăcini; cînd z este una din rădăcini, 7 =0. 
Dacă db? — 4ac SO, 7 are acelaşi semn cu a, 
oricare ar fi z; cînd b2— ac =0, 71=0, 
cînd z este egal cu unica rădăcină (dublă) a 
ecuaţiei. 


4. Pentru a studia semnul unui polinom P(z), 
îl descompunem în factori primi reali ($ 7.7 
(343)) și suprimăm dintre ei pe cei care provin 
din rădăcini complexe, iar dintre cei care provin 
din rădăcini reale, păstrăm numai pe cei care 
sînt la puteri impare; polinomul rămas P,(z) are 
același semn cu P(z). Se aşază rădăcinile acestuia 
în ordinea mărimii şi se caută semnul în inter- 
valul (—oo, z,), z, fiind cea mai mică rădăcină 
reală. În intervalele următoare, P(z) va avea 
semne alternate (de ex., pentru semnul polinomu- 
lui P(z) = —22% (2 — 12 (2 — 2) (2 — 3) (22 + 
+ a+ 1), vom considera polinomul P,(z) = 
= —z(z — 2)(z — 3) care este pozitiv în inter- 
valele (—oo, 0), (2, 3) şi negativ în intervalele 
(0, 2), (3, + 00). 

Observaţie. În consideraţiile de mai sus, coefi- 
cienţii polinoamelor considerate precum şi z, 
sînt presupuşi numere reale. 
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$ 2.6. Determinanţi 


1. Un determinant de ord. n este un tablou 
pătratic cu n linu şi n coloane căruia i se atribuie 
valoarea 


(125) 
a. a2 dă 
al d r 
De ja 28 = > (1 ar! aa... am; 


4 4 ItĂ 
an On în 


suma din dreapta are n! termeni care se obțin 
luînd pentru (ka ... &n) o permutare a primelor 
n numere, iar 7 reprezintă numărul de inversiuni 
ale acesteia ($ 2.3.1 b). Determinantul are n? ele- 
mente ah; acest element este la intersecţia liniei 
h cu coloana k; elementele care se găsesc pe linia 
care unește pe ai cu a se zice că formează dia- 
gonala principală. Suprimînd din determinant 
linia h şi coloana k ne rămîne un determinant 
de ord. (n — 1), care se numeşte minorul lui D 
relativ la elementul ay ŞI se notează cu DK; An = 
= (— pe Di; se numeşte cofactorul elementului al 
din D. Avem 
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h=1 


n 
(427) | San 4r= Sai An =0 (Im). 
1 


În particular 


a b 
(128) | sep | = ab' — a, 
XE 7, 
(129) 
2-5 e 
a” b' cl =ab'c” + a'b'e + a"be' — (eb'a” — 
se pai Ni c'b'a — c“ba') (regula lui Sarrus). 
a e 


2, Proprietăţi. 

a) Un determinant este nul dacă: toate ele- 
mentele unei linii sau coloane sînt nule; ele- 
mentele corespunzătoare a două linii (sau 
coloane) sînt egale sau proporţionale; elemen- 
tele unei linii (sau coloane) se exprimă liniar 
cu ajutorul a p linii (respectiv coloane), adică 


a —— ah, + de ai, see F Ap ah, sau 
(130) 


k h fe R 
ap — ah -- Va dh? - ... -|- Up ae . 
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b) Valoarea unui determinant nu se schimbă 
cînd se fac următoarele operaţii: se schimbă 
liniile în coloane şi coloanele în linii, fără 
a schimba ordinea lor; se adună la elementele 
unei linii (sau coloane) alte linii (sau coloane) 
înmulţite cu cîte un factor ales după voie. 


c) Un determinant își schimbă semnul dacă 
schimbăm între ele două linii (sau coloane). 


d) Dacă elementele unei linii (sau coloane) 
au un factor comun, acesta se scoate factor 
comun în faţa determinantului. 

e) Dacă elementele unei linii (sau coloane) 
sînt sume de p termeni, determinantul se des- 
compune într-o sumă de p determinanţi după 
regula 


p 
n i ț n 
ai bi ai 2 RPR ROI, | 
1=1 p 
(131) 9:99:05 -2::5:9 8: RBL us == 
p 1=1 
1 J n n 
an ) bn (n an AM an 
1=1 


3. Produsul a doi determinanţi D, = la], 
D, = |bk| este tot un determinant DD, = |cx| 
ale cărui elemente se calculează după regula 


(132) Rp ai Vp RI ai ba 4 ... a bi. 


4. Determinanţi particulari, 

a) Determinanţi triunghiulari care au toate ele- 
mentele de deasupra sau dedesubtul diagonalei 
rincipale nule (adică a = 0, cînd h<k); valoarea 
or este egală cu produsul elementelor de pe dia- 
gonală. 

b) Determinanţi diagonali care au toate ele- 
mentele de deasupra şi dedesubtul diagonalei 
rincipale nule (adică î 0 cînd hf), va- 
oarea lor este egală cu produsul elementelor de 
pe diagonală. 

c) Determinanţi simetrici ale căror elemente 
satisfac relaţia ak = ap. 
d) Determinanţi antisimetrici ale căror elemente 
satisfac relaţia a = —ah (ah = 0). Un deter- 
minant antisimetric de ordin impar are valoarea 
zero; un determinnt antisimetric de ordin par 
se poate scrie sub forma unui pătrat perfect din- 
tr-un polinom format cu elementele sale. 

e) Determinanţi  Vandermonde, care sînt de 
forma 


(183) * 
De a e d = (b—a)(e— a)...(l—a): 
E 7 nea lt val ANI a 
ani Dă ps AA ni = ae 
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f) Determinanţi circulari care sînt de forma 
(134) 
Ci da Oa se. Una En 


ip pa Un di Ga see dia On= 


(o da Ca ... Cn da 
unde a; sînt rădăcinile ecuaţiei 22 —1=0 
($ 3.4.3 c), iar 
p(z) = a, + ast + ... Fana, 


8) Determinantul A format cu cofactorii lui 
D= 0 ($ 2.6.1), se numeşte reciprocul lui D şi 
are valoarea A = Dn, 


= e(a) o(c2) ... (an), 


$ 2.7. Matrice 
1, O matrice este un tablou de forma*) 
ME n 
Cl Qi ss... di 
aaa n 
(135) 4 == [4 _ | a2 a2 ... a2 | 


1 2 n 
(Cm Qm se... (Gm. 


pentru care vom folosi aceleaşi numiri ca la 
determinanţi. Matricea considerată se zice că este 


*) Se mai foloseşte simbolul || a; || sau (aj). 
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dreptunghiulară și are ordinul m X n, unde m 
este numărul liniilor iar n numărul coloanelor. 
Dacă m = n, matricea se numește pătratică de 
ord. n. Elementele matricei sînt numere reale (se 
pot considera matrice cu elemente numere com- 
plexe sau mai general elementele unui cîmp oare- 
care). Cu elementele unei matrice pătrate se poate 
forma un determinant D= | aj | numit determi- 
nantul matricei. Dacă D=£0, matricea se zice 
că este nesingulară şi singulară dacă D = 0. Dacă 
r este ordinul cel mai mare al determinanţilor 
ce se pot construi cu elementele matricei A, dile- 
riţi de zero, se zice că matricea este de rangul r 
($ 2.7.4 n). 

Se numește transpusa matricei A = [a], matri- 
cea A“ = La;] și are ordinul n X m. Două matrice 
transpuse au acelaşi rang. 

2. Matriee particulare. 

a) Matricea nulă care are toate elementele nule; 
o matrice nulă poate avea orice ordin: 0 = [0]. 

b) Matricele 1 X n care au o singură linie se 
numesc matrice linte. 

c) Matricele m X 1 care au o singură coloană 
se numesc matrice coloană; matricele coloană sint 
trau»pusele matricelor linie şi invers. : 

d) Matricele pătrate pot îi triunghiulare (ai = 0 


cînd h< k) sau diagonale (a£ = 0 cînd 4: k). 
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e) Matrice unitate In =I (n fiind ordinul) 
pentru care a = 67 (3£ este simbolul lui Kro- 
necker care are valoarea 1 cînd h = k şi 0 cînd 
Ji El 

î) Simetrice (a = ah sau A= A 7) sau an tisi- 
metrice (ak = —ap sau A = —A4"). 


3. Operații cu matrice. 


a) Două matrice A = [ai], 8= [24] de 
același „ordin sînt egale dacă şi numai dacă 


Oh == Bhe 

b) Suma a două matrice 4 =([ai], 8= 
= [DK] ae acelaşi ordin este o illa fie. de ace- 
laşi ordin A+ B=[ai +3]. 


c) Produsul unei matrice A = [a5] cu un 
număr m este o matrice de acelaşi ordin mA = 


= [mai] (ae ex., —A = [—af]). 
d) Produsul unei matrice A = [a] de ord. 
m X n cu o matrice B = [dp] de ord. n x p, 


este matricea AB = 4 ah tut de ord. mxp; 
BI 


produsul a două matrice se defineşte, numai 
atunci, cînd ordinele sînt de forma indicată 
şi în general nu este comutativ. Două matrice 
ătrate, de acelaşi ordin, pot îi întotdeauna 
nmultite între ele. 


e) Dacă A = [af] este o matrice pătratică 
nesingulară se „Humeşte matrice inversă, matri- 
cea A”! = [A%/la*|], unde AE este cofacto- 


rul elementului a în  determinantul |ak| 
($ 2.6.1). Avem 


(136) AA = ANA =. 


4. Proprietăţi. 
a) A+ B = Sea ee A + (8 + 0) = 
= (4 + 8) + 
b) m(nA) = ai = (mn)A. 
c) m(AB) = (mA)B = A(mB). 
d) m(A + 8) =mA + m8B, (m-+ n)A = 

= MA + nA, 

e) Înmulțirea a două matrice nu se poate 
efectua decit dacă prima are același număr 
de coloane cu numărul liniilor celei de-a doua 
($ 2.7.3 4). Dacă ord. A =mxn, ord. B= 
=n Xp, ord. Cp X gg, atunci A(BC) = 
= (AB)C şi reprezintă o matrice de ord. 
m X q. 

Es TD Io RSR ai AG, (B+ Ca 

= BA + C 

g) Dacă “a B sînt două matrice pătrate de 
lan: ordin, atunci |AB| = |A|:|B| unde 
|A | este determinantul matricei A; această 
proprietate spune că produsul a două matrice 
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5 — Mic memorator de matematică 


.. nesingulare este o matrice nesingu- 
ară, 
h) A+O0=A, A+ (—A) = 0,04A=B80= 
= 0. 
j) (4+ 8) = A'+ B, (mA)' = mA, 
(48) — B'A', (4)')' ——. i a 
k) (AB)-1 = B-A-, (mAY = mA“, 
(o 4, (AI = CAT. 
1) Puterile unei matrice pătrate se definesc prin 
egalităţile 

AA => A3, AA = A8, sep ANA = An, 


şi se bucură de proprietăţile $ 1.4.2. 

m) Matricele formează un inel care admite divi- 
zori ai lui zero ($ 2.1.5). 

n) Teorema lui Kronecker: dacă cu liniile şi 
coloanele unei matrice A putem forma un de- 
terminant d=£ 0 de ord. r şi dacă toţi deter- 
minanţii de ord. (r + 1) ce se pot forma în 
acelaşi mod sînt nuli, atunci rangul matricei 
este r. Deci, pentru a determina rangul unei 
matrice, se consideră un determinant de ord. 2, 
D, £ 0; apoi cu el formăm un determinant de 
ord. 3, D.£0, ş.a.m.d. pînă laun D-=£0, 
cînd toţi determinanţii de ord. (r+ 1) sînt 
nuli. 


$ 2.8. Sisteme de ecuaţii liniare 


1, Un sistem de ecuaţii liniare este de forma 


n 


(137) | SO aha = bn (= 1,....mi k=4,-u,n) 
k=i 


conţine m ecuaţii cu n necunoscute zh. Coeficienţii 


= e Sp ao Ă 3 
necunosculelor ay, Și lermenii liberi bn sint consi- 
deraţi numere reale sau complexe. Sistemul se 
poate scrie sub iorma 


(1377) | A => Be 


unde A = lat], Ă = [an], B = [2], ultimele 
două fiind matrice coloană. Se numește soluție 
un sistem de valori zk = 20, care verifică sistemul 
dat. Dacă sistemul admite cel puţin o soluţie se 
zice că este compatibil şi incompatibil în caz con- 
trar. Dacă admite o singură soluţie se zice că este 
compalibil determinat şi compatibil nedeterminat 
cînd admite mai multe soluţii. 


2, Regula lui Cramer. Dacă m=nşi D= 


a la | £ 0, sistemul se numeşte normal şi este 
compatibil determinat. Soluţia sistemului este 


(138) 2 = Dn] D, 
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unde Dy este determinantul ce se cbţine din 
D înlocuind coloana k cu matricea B. Soluţia 
se poate scrie şi sub forma matriceală 


(1387) X = A“B. 


Făcind produsul matriceal din partea dreaptă 
($ 2.7.3 d), rezultă o matrice coloană ale cărei 
elemente sînt valorile necunoscutelor. 


3. Teorema lui Kroneker-Capelli. Se consi- 
deră pe lingă matricea A, matricea A, care 
se obține din A mărginind-o la dreapta cu 
coloana B. Sistemul (137) este compatibil dacă 
și numai dacă matricele A şi A, au același rang r. 
Calculul soluţiilor se face prin metoda urmă- 
toare: 

a) Se determină determinantul D,, care dă 
rangul sistemului ($ 2.7.4 p), numit determinant 
principal; necunoscutele şi ecuaţiile ale căror 
coeficienţi intră în D, se numesc principale, iar 
celelaiie secundare. 

b) Dacă n = r, sistemul este compatibil de- 
terminat și soluţia se obţine rezolvind prin regula 
lui Cramer sistemul aicărui coeficienţi intră în D». 

c) Dacă r<n, ca şi la cazul precedent se 
rezolvă acelaşi sistem după ce în prealabil s-au 
trecut în dreapta necunoscutele secundare. Solu- 
ţia sistemului depinde de valorile acestor n — r 
necunoscute, care pot lua valori arbitrare. Vom 
spune că sistemul are co"? soluţii. 


—” 


Observaţie. Se numeşte determinant caracteristic 
un determinant de ord. (r + 1) obţinut din D,, 
mărginindu-l cu o linie formată din coeficienţi 
necunoscutelor principale dintr-o ecuaţie secun- 
dară şi cu o coloană formată cu termenii liberi 
ai ecuaţiilor folosite. Teorema de mai sus exprimă 
că sistemul considerat este compatibil, dacă şi 
numai dacă toți determinanţii caracteristici sînt 
nuli. 


4, Sisteme omogene se numesc sistemele pentru 
care B = 0 (bh = 0, 1Sh sm). Un asemenea 
sistem admite întotdeauna soluţia banală az = 0 
(1 Sk n). Dacă m =n şi dacă D= 0, atunci 
sistemul este compatibil nedeterminat admiţind 
soluţiile 
z z z k 
139) —L- 2 =, = = ui; p = ui, 
unde u este un parametru arbitrar, AK cofactorii 
lui D ($ 2.6.1), presupunind că cel puţin unul 
este dilerit de zero, iar h o linie oarecare a lui D. 

Aceeaşi soluţie admite un sistem omogen cu n 
necunoscute şi (n — 1) ecuaţii, a cărui matrice 
este de rangul (n — 1), 
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3. TRIGONOMETRIE 


$ 3.1. Funcţii trigonometrice 
directe şi inverse 


1. Cere trizonometrie este cercul care are urmă- 
toarele proprietăţi (fig. 8): 

a) Orice lungime din planul său este măsurată 
cu raza luată ca unitate de 
măsură ; pentru acest motiv, se 
zice că are raza egală cu 1. 

b) Este împărţit în patru ca- 
drane de două diametre perpen- 
diculare AA“, BB' considerate 
ca axe de coordonate. 

c) Este orientat, fiind consi- 
derat ca descris de un mobil 
care pleacă din originea A*) şi 
merge în sens invers acelor 
unui ceasornic, sens considerat pozitiv; sensul 
opus este considerat negativ. 


*) Orice arc de pe cercul trigonometric este considerat 
ca avind originea în A. 


TI 


pa 
Dacă exprimăm arcul AM = n* în grade ($ 4.2.1), 
punctul este considerat, mai general, ca fiind 
extremitatea arcelor n“ + 360%-k (4 E Z) toate cu 
originea în A. Același arc exprimat în unităţi de 


lungime AM = n” se zice că este exprimat în 
radiani, iar punctul M este considerat ca extre- 
mitatea arcelor n? + 2kr (k E Z) avînd ca ori- 
gine pe A. Avem relaţia 


180*n7 = mn?. 
În particular, arcul de 1? (a cărui măsură este 
egală cu raza) satisface dublei inegalităţi 5510 
<17<58"20'. 
__ Extremităţile celor patru cadrane au valorile 
trecute în T. 9. 


T. 9 
Staten | | | 
tatea |! A i B A” | B' 
Arcul | | | | 
În grade 0” sau| 90” sau 180 sau | 270" sau 
360” k| 90*(4k-+4-1) | 180%(2k+1 | 9094443) 
În radiani 0 sauli le sau 


3 


A Atel 1 (4k+3)a 
2 2 


a a a 


2. Funeţiile*) trigonometrice directe ale unui 
arc oarecare z (fig. 9) au valorile (exprimate cu 


î = aa Că n 
raza cercului), z = 40M = AM: 


(440) 


0Q = sin z, 
OP = cos z, 
AT = tea, 
BS = cotg z, 


OT = sec z, 


OS = cosec z. 


Variaţiile primelor patru funcţii sînt trecute în 
tabelele și graficele ce urmează: 


* Pentru noţiunea de funcţie a se vedea $ 7.1.1. 
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z ) 
sin z 1) 
COS z 1 
tg 2 0 


cotg z| -+-oo 


FE] 
—ao 


T. 1V 


3 
— 7 7 
2 
—1] A () 10 
0 A | 
11 
acne EP -. 0 
19 
ln 
sp 
0 X  —0% 2 "127 
Q T LX 
| Î 
, i OFmg. 13 


3. Valori speciale 


x | 0” 
In sau 15* 18* 22*30' [30* 
grade |360” 
Li 0 TT TE 2 TE 
în |sau res = Ba aa 
rad. | 27 12 10 3 6 


V2W30) Vă ze 
& 4 2 


cos 2] 4 MEW3+1)| Vror2V5 24273 
4 


di 2 2 


colg 2 [oo 2+V/3 (FSA) Sora ea ura 


Funcţiile sin z, cos z, tg z, cotg z studiate 
poartă acelaşi nume şi sint definite pe R. 
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ale funcţiilor trizonometrice 


T. 11, 
450 540 60* 750 90” | 180*| 970* 
r 37 s| 5 || l3z 
4 10 3 12 | o 
E V5+-4 [3 27341) Lg lesă 
2 4 2 4 
V2 V10—V5 1 |V20V3—1) . E 
2 P 2 4 = 
(V5-+1)V 10225] - = 
1 ERIE ANEI AL, 2+V3 lol 0 E) 
i 7 ceapa === MPR 
4 (/5—4)_10—2V5|V 3 2—V3 0 |-koo| 0 


d 3 


mai sus sînt restricţiile ($ 7.1.3) funcţiilor care 


(7 


Puneţia 


y = arcsin z 


y = arccos z 


y = arclg z 


4. Funeţiile trizonometrice inverse 


Definiţia | intervalul de definiţie | Figura 
Sin y=a 4 A 
i = E VS E Te 
COS y = 0OsSySsra 
ţ tza “| 4 
si a e det 
[3] 7) 
coig y= 0Osysr 


T. 12. (con 


Relaţii | Taberui de variaţie | Figura 
sin(arcsin 2) =z |z|—1 0 +1 oz 
arcsin(sn z)= 2 —-—————————————— 

y|——n A 0 A —r 
cos(arccos z) =az |z|—1 0 +1 


arccos(cos z) = z |— 


tg(arctg 2) = z z | —oo 0 -+- 00 
arctg(ig z) = z ——————— 


eotg(arccotg z)=z | z | —oo 0 -- 00 
aeccoig(cotg z)=z | —|— 


7) E x 0 


a i hide Săi re n 


$ 3.5. Formule şi ecuaţii 
trigonometrice 


1. Relaţii între funcțiile trizonometrice ale 
arcelor din diferite cadrane ale cercului trigono- 


metric 
7. 16; 
y = | —x | 902 it | 1802 + x] 2700 | 3600 e » 
sin y = |_sin a cos z |Fsin z |__cos z +sin z 
cos y =|| cosz i Psinz |—cosz |4+sinz | cosz 
tg y = |l—tgz IFeotga-ttez |Fcotgzittga 
cotg y=— j—cotgz fig z |-cotg zi:Ftg 2 4+cotg z 


2, Formule fundamentale 


(141) Sin? 2 + cos? z=(. 
(442) pisi N a aaa 
cos 2  cotgz 
(143) Detla e ae ce 
sin 2 tegz 
(144) Sec & == : 
COS 2 
(145) Cosec z = ză 
sin 


R0 


E e tgp ai 
(046) aia cm 0 VE CORE e m e 


+Virtg az 


1 
Vi eoigi a 
EDO ap 1 
(449) cos = + /1— sin? pe = —— pa = 
+ VI îgiz 
POE 1. de AA 
+V/1+ cotg? z 
(148) tg z = sin z isi + 1 — cos? z 
> a 
4/1 — sin? 4 Cos z 
PE. 
cotg z 
diva) cobai A ED e e made ia 
sin z + /1Z cosă az 
1 
tg a 


3. Formule de adunare a arcelor şi eonsecinţe 
ale lor. 


(150) | sin(z + gy) = sin z cosy + cosz siny. | 
(151) | cos(z + y) = cosz cosy Fsinz siny. 
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(152) 


(153) 


(154) 
(155) 
(156) 
(157) 


(158) 


(159) 


(160) 


a2 


tt += 


ga tey 
17 tiegz tgy 


cotg z cotg y Fi 


cotge(z + y) = 
e y) cotg z A+ cotg y 


2 sin z cos y =sin(z + y)+ sin(z—y). 
2 cos z cos y = cos(z — y)+ cos(z+y). 
2 sin z sin y = cos(z —y) —cos(z+y). 
Sin 2 + sin y = 


= 2 sia (5 + 'y) cos Î. (2 Fy). 
2 2 

COS + COS y = 
1 1 

a cos =. (2 + Yy) cos — (2 — y). 


COS z — COS y = 


= 92 sin (y — 7) sin 2 (y + 2). 


sin(z2 + y) 
COS z COS y 


tg zi igy= 


(161) 


sin(y + 2) 


cotg z + cotg y = — 
Sin z sin y 


4, Formule care exprimă funcţiile trigonometrice 
ale multiplilor arcelor și consecințe ale lor. 


(162) 
(163) 


(164) 


(165) 


(166) 


(167) 
(168) 


: i 2la 
sin 22 = 2 sin 2 COS 2 = - Sc 
1 + tep2 
Cos 2z = cos2 a — sin? 2 = 
9 cola 454 — Dinti A EE 
1+ tg? za 
ig 27 a 
1 — ig?z 
to? 2 — 1 
cota pe 


2cotg z 


sin E = + |£ (1 — cos z). 
2 2 


-E ju +- cos 2). 


sin 3z = 3 sin z— 4 sin? az. 


Q 
9 
da 
| 
R 
| 


COS 32 = 4 COs3z — 3 cos z. 
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stg 2 — 2 


169 3z = 

03) i 1 — 3 tg? a 

(170) cotg 3z = cotg! z — 3cotg 2 
3cotg? z — 1 


(171) 
: 1 n] : 3 n-—3 23 
sin nz=Cn COS z sin 4z—Cn COS  zSin ph. e. 


2 


(172) cosnz = cos" 2 — Ca cos 2 a sin2z +... 


5 REPER Cn tg a — Câtgz + 
4 20 ge a ae 
(474) 
aa cotg” a — Cacotg 2 a +... 
Ci cote la-— Cicotg a i. 
(175) 
(ss 


Sin:P a = e | cos 2pz — Că, cos 2(p — 1)z + 


+03, 08 2(p — 2a — ui 
cas SPP (SE: îi a vez cos 22] + = 2, 
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(175 


sin*Pria = = E [sin(2p + 1) — Cip sin(2p— 
d) ok ST sin(2p — 32 — ... + 
+ (—19 Câpua sin e]. 
(176) 


| 4 
Cos'Paz — 
22p 


se [cos 2pz + Gas cos 2(p — 1)z + 


sie Câ, cos 2(p — 2)2 +... + Câz* cos 27] 
+ 20. 


22P 
(176) 
cosiP+! 2 = = [cos(2p + 1)z + Clo+u cos(2p — 
— 1)2 + Capu cos(2p — 3)z + ...+ Căpyucos zl- 
În formulele (171)— (1767) simbolul 0 reprezintă 


numărul combinărilor de n obiecte satui cite m 
($ 2.3.(90)). 


Avem de asemenea formulele 


(177) 
sina ț sin (a+h)+ ... + sinfa + (n — 1)h] = 


sii: ph Sin E EN OR a] 
2. 2 


sin SA 
2 


(178) 
cosa + cos(a + h)+ ... + cosla + (n — 1)h] = 


sin A i COS [ -- ini (n — a] 
2 2 


sin = h 
Ș) 


- 


5. Relaţii între tuneţiile trizonometrice inverse. 


(179) arcsin 2 + arccos z = ar. 
1 
(180) arctg z + arccotgz = zi TE. 


(181) arcsin 2-4 arcsin y =.aresin (1 .- DE + 
+ yVi-—22). 
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Ey. 


(182)  arctg z + arctg y = arctg 
1 zy 


6. Ecuaţii trigonometrice simple. 


Ecuația A | Soluţia 


€ 
â) sin z = a(la| s1) fai al orei 
| z = (2k+ 1) — arcsip a 
sau | 
z = ke+ (—1) arcsin a 
b) cos z = a(|a] <1) z =— 2hkr A+ arccos a 
C) iga=a - = kr + arctg a 


d) cotg 2 =a z = kr + arccotg a 


Dăseroaţie. Cînd cunoaştem pe a, atunci arcsin a,... 
„.., arccotg a se calculează cu ajutorul unei tabele 
de linii trigonometrice naturale (sau cu logaritmi) 
aşa cum s-a explicat la $ 7.2.2 folosind metoda 
interpolării. Se va ţine seamă în calcule că sin z, 
tg z sînt crescătoare, în timp ce cos z şi cotg z 
sînt descrescătoare în primul cadran al cercului 
trigonometric. | 

7. a) Ecuația : 


(183) asinz + bcosz =c (a,b,c E R) 
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prin substituţia b = a îg «se reduce la ecuaţia 
(183) sin(z + «) = (c/a) cos «, 
care este de tipul a) din T. 1%. Pentru a avea 
soluţii este necesar ca |ecos | sia. 
b) Ecuaţii de forma 
a 
(184) 2 ap sinh z cosn-h e = 0 
u=0 
(omogene în sin z şi cos z), se reduc la ecuaţii 
algebrice prin substituţia tg z=u. 


$ 3.3. Rezolvarea triunghiurilor 


1. Triunghiuri dreptunghice 
($ &.4.6 1). Notaţiu (fig. 22): la- 
turile se numesc a =.BC ipo- 
tenuză (opună paie mini drept 


A == 90"); ec = AB 
caiete. 
Pormule: 
(185) | 8 + C= 90". 
(186) | b=—asin B=acosC; c=asinC=acosB. 
(187) | b=ctgB=ccotgC;,;c=btegC=bcotg 8. 
(188) | cote Fa sa lacul 2038. 


Cazuri de rezolvare 


iată i 
Cazul| Date | NECU- |  pormule folosite: | Condiţii 
i | a, B|b,c,C| b=asin B B < 90% 
c=acos B 
C= 90 —B 


II [a,b le, B,Cle =V/(a—bta+djla > d 
sin B = b/a 


C= 90 —B 

III |5, C la,c, Bla = b/cos C C < 90 
ec=btg CC 
B = 90 —cC 

IV |d,c la,B,Cla=py/Bd2+c? nu sînt 
ie B=b/c 
C = 90 —B 


2, Triunghiuri oarecare  ($ 4.4.1).  Notați 
(fig. 23): laturile BC=a, CA=b, AB=c; 
perimetrul 2p =a+ b-+ec; raza cercului cir- 
cumscris OA =08 =O0C= RR; raza cercului 
tuscris JE = IF = IK = r; razele cercurilor exîn- 


= mia A Au 89 


scrise Lai” = Ia F” —— IaK” = Fa; Fb; Te 3 înălţi- 
mile AD = ha, ks, he; aria sS; medianele AA” = 
== Ma, mb, Me; bisectoarele interi-are 4J=l,, 


Fig. 93 


La 


b, 1; bisectoarele exterioare AM = la, lb, la» 
Formule: 


(189) | 4 + B+ C = 180. 
00) | e 


(191) [a =b cos C+e cos B, ... 
(192) | a2 = b2 + c2 — 2bccos A, ... 


20 


(193) 


(194) 


(195) 


(196) 


(197) 


(198) 


tg 


in 4 Eos 
>, AR 


B—C  b-—ec A 
- cotg —,. 
b 2 


2 = :a 


A Po a II 
Aa ET BP — 4) 
COS 2 == | pie ta 
ear 
: p(lp — a), 


r = &R sin sin B sin 


A 
p !g 2 g . g 


oaia. 


“N 
| 


| 


2 C 
2 


p 


4R Sin ia COS DB COS 
2 2 


p 


ŞI 


tg — = 5 == 
p—a 
PP 0 IPC). e 
pa 


3 . 


| sl 


| 


31 


(199) 
(200) 


(201) 


p=&R cos A. cos Da Cd 
2 2 2 
Pra+F Pb+ re =4R—r. 
2be A 2R sin B sin C 
la = DN Se e ia 
be 2 


cos —- (B — 0) 


__ 2V/bcp(p = a) 
be 


A 1 III, 2R sin Bsin C 


sin -(B- C) 
_ 2Vbc(p — b) (p E 


—— Pare 
b C re 


Ma = —V 2(b2 + c2) — a2, 


Ş = beSN A — a sin Bsin C _ 
2 - 2sin A CE Me 
Spate — aj 00 0 Sa 
abe _ abc 
45 = = 


se 


_—— 


— 


Cazuri de rezolvare 


| 
Necu- 
| Date lic 


Cazul 


Formule folosite 


Condiţii 
1 a,B,CIA, b, A = 180 — (B+ C) 


B+ C < 180 
că VEST: 1 A 
sin(B + C) 
— „a sin €_ 
“sin(B + C) 
__ a2sin BsinC 
" asin(B + C) 
II bc, Ala, 8,1B4+C= 1800 —4 


nu sînt 
(75 50 a se] 
| —(B—C0)= —— cotg — 
| tg Ei ) E se 


a = b sin Afsin B 
+ Am d o sin A 


T. 16 (coni 
3 a | Necu- | plata 
E Date Îinaril „Pormule folosite | Condiţii 
UI |e, d,cl4, 8,4 _I|lp=bp=c) a<b+eșii: 
C, i s3 P(p = a) logele ei 
Şi cui pentru calculul 
0 ARDO 
|S=Vplp—a)lp—b)tp—e) 
IV la, b,Ale, B, sin B=bsin A/a 1) b sin A<a; 
C, S|C=180% — (4+ 8)  |relaţie dă două 


ec = a sin C/ sin A B şi 180”— B. 4 

| a) A <90 aAVen 
soluții cînd b> 
singură soluţie 
bsŞa. 
») A > 90” aven 
luţie dacă b< 
0) A = 90” sin 
cazul II de la 
SUC dreptu! 
2) bsin A=a 

| = 90” avem o 

| cînd b>a. 


3. Formule referitoare la proiecţii. 

a) Proiecţia unui vector pe o axă A este un 
segment orientat a cărui mărime este dată de 
formula (fig. 24) 


(206) | 4 = |48| cose. 


8 


A 


> 


x 
n 


Fig. 24 Fig. 25 
b) Proiecţia unei arii plane orientată prin 
versorul normal planului î ($ 6.1.1), pe un plan 
orientat prin versorul normal este dat de for- 
mula (fig. 25) E? 


(207) | S” = |5 leos(7ig, fip). | 


$ 3.4. Numere complexe 
1. Prin detiniţie un număr complex ce este o 


pereche ordonată de numere (a, bt) (a, PER); 
adunarea şi înmulţirea a două numere complexe 
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za b,), date Aaa, da) se bar prin E 
+ cp (a, + aa, bi kr bo), Calo—>(aaa2 — 
duba + ab). 


b 

Un număr complex de îorma (a, „6 
reprezintă numărul real a. Dacă se 
doi uaate unitatea imaginară i <—> 
<> (0, 1), atunci 2=—1 şi 
orice număr complex se 4: Fi, 
E) aia reală scrie sub forma c=a+ bi. Un 
număr complex de forma i se 
numește pur imaginar. Două nu- 
Fig. 26 mere complexe de tipul c=a + 

+ bi, 2=a — bi se numesc com- 

pleze conjugate. Dacă reprezentăm în plan numărul 
complex c prin coordonatele (a, b) (fig. 26), 2 va 
fi simetricul lui faţă de Oz ($ 5.5.1). Vom intro- 


duce notaţiile a = OA = Rec), b =08 = Im(o), 
ss 


OC =— p = modulul luic = |c|, AOC = 0 = argu- 
mentul lui c = arg ce. —c opusul luic. Avem 


(208) a = pcos6; b = psin0; p=Va+b, 


arctg(b/a) dacă Re(e)>0 
| n dacă Re(c)=0, Im(e)>0, 
0= 2kr + 
| E: în dacă Re(e)=0, Im(c)<0, 
mw-+arctg(b/a) dacă Re(c)<0, 


unde k E Z. Avem 
(209) | c=a+ bi= plcos0+ i sin 0).| 


Prima expresie se numeşte forma algebrică iar a 
doua, forma tirigonometrică a numărului complex. 
2. Proprietăţi. 


a) Dacă punem cn = an + ibn = on(cos 6n + 
+ sin 0n), atunci: 


(9241) |c = 0 dacă şi numai dacă Re(c) = 
Im(c) = 0 sau |c| =0. 


ca dacă şi numai dacă Re(c,) = 
Re(c,) şi Imi(c,) = Imi). 


(211) Ic, 


sau 
le, |= ea! şiargc, = argca + 2hr(k€eZ). 
(212) | Role) = (e +2), Im) = le if 
A 


(213) | |&]| = lel|, arge= —arg&. 

(214) | ca E ca = (aa E a3) + iba d ba). 

(215) | caca = (asa — b1b2) + îlaaba + aab.) = 
= Papalcos(0, -+- 02) + 2 sin(0, + 02)]. 

(216) Ca _ Qatibi _ (Qaa+ baba) i(aabi—aaba) 


— —— 
—_ — n... 


Ca aatiba a + ba 
= £1 [cos(0, — 04) + i sin(0, — 0,)]. 
Pa 


(217) | cs Fa = ca FF ca. 
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7 — Mic memorator de matemațică 


(218) Cica P=e CaCa. = ză 

(219) | (e./c2) = caca (cz -£0); c=e. 

(219) | e + E = 2a (real), ce = a2 + b2 (real) 

(220) 1 Pi, Pt be 4, 
IMI ei, AMI 4, Ni (mEN). 

(221) | cm = pn(cos mO + i sin m0). (meZ) 


te 


b) Geometrie (fig. 27), numărul complex e, + ca 
este al patrulea viri S al paralelogramului con- 
struit pe OM, = |e,|, OM, = lcz| ca laturi; 
de asemenea c, — ec, este al patrulea viri al para- 
lelogramului construit pe OM, şi OM; ca laturi 
(—c, este simetricul lui cz faţă de 0). Avem 


(222) | les kcal = OS, les—cal=0D=M,M,. 


c) Geometric, suma mai multor numere com- 
plexe (fig. 28) se face din aproape în aproape. 


S(G+() 


C+G2+G"*G 
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Pentru aceasta se consideră vectorii care unesc 
originea cu fiecare punct cp şi se aşază acești vec- 
tori cap la cap asiiel ca extremitatea fiecăruia 
să coincidă cu originea următorului; ultima ex- 
tremitate va reprezenta suma căutată. 

d) Formulele (216)— (218) date la $ 1.2.4 valabile 
penteu valorile absolute ale numerelor reale, sînt 
valabile şi pentru modulele numerelor complexe. 

e) Formula lui Moiwre 


(cos0 + sin 0) = cos mO + isin m 
(223) (m E Z). 


î) Mulțimea numerelor complexe C formează 
un corp comutativ (cimp) faţă de operaţiile de 
adunare şi înmulţire definite la $ 3.4.1. 

3. a) Rădăcina pătrată dintr-un număr com- 
plex are două valori egale și opuso. Dacă numărul 
complex este scris sub forma algebrică, atunci 


1 


a + 83 = ||| Aa vzF + 


+ ie || iar VaFe)] 
unde «e este semnul lui b. 


b) Rădăcina de ord. n dintr-un număr com- 
plez are n valori; dacă numărul este scris sub 
formă trigonometrică, atunci 
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1 
(224) en = 9/5 [cos€ iai .0_+ = 


n 
(ke = 0,1, s.n — 1; n EN). 


Din (221) şi (224) rezultă 


e? | = le? pe 9). 

În reprezentarea plană numerele complexe (224, 
se găsesc pe un cerc cu centrul în origine de rază 
V o (rădăcina aritmetică a lui p, $ 1.4) formînd 
vîrfurile poligonului regulat cu n laturi înscris; 
primul vîri are argumentul 0/n (fig. 29). 

c) În particular rădăcinile 
de ord. n ale unităţii sînt 


14 0eurrasy GER MInilo 


27 E | - 
a = COS — + SN —e. 
n n 


d) O ecuaţie binomă este 

o ecuaţie de forma 
Fig. 29 (225) an —c=0, n Ey), 
unde c este un număr complex. O asemenea ecuaţie 
are n rădăcini date de formula (223). Cu ajutorul 


ecuaţiilor binome, prin metoda dată la $ 2.4.4, 
se pot rezolva ecuaţii de forma 


(226) ozn + ban +e=0, 
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4. GEOMETRIA EUCLIDIANĂ 


A PLANULUI : 


$ 4.1. Unghiuri. Drepte paralele 


1. Punct. Dreaptă. Figura geometrică care nu 
are nici o dimensiune se numește punct. Un punct 
defineşte o poziție pe o dreaptă, într-un plan sau 
în spaţiu. Linia dreaptă, sau mai simplu, dreapta, 
este figura geometrică reprezentată printr-un fir 
întins care nu are grosime. Printr-un punct trec 
o infinitate de drepte care se zice că formează 
un fascicul (fig. 30). O dreaptă orientată este o 
dreaptă pe care s-a ales un sens de parcurgere. 
Un punct pe o dreaptă, o împarte în două semi- 
drepte AB, AB" (lig. 31). Două drepte care se 
întîlnesc în plan se taie într-un punct. 
Prin două puncte trece o dreaptă și 
numai una. Porțiunea dintr-o dreaptă 2 
mărginită de două puncte A, 5 se 


II, 5 
Ea e eee ă 
Fig. 31 Fig. 30 


numeşte sezment, iar A, B eztremitătile seg- 
mentului (t;ig. 32). Un segment are o tungime. 
Dacă segmentul este orientat (segment algebric) 

de ia A spre B, A se numește 


A B originea iar BD extremitatea seg- 
Deea INONTUlUI Și 56 nolează cu AB. 
Fig. 32 Două segmente egale (care se pot 


suprapune) au aceeaşi lung!'me. 
2, Două semidrepte D,, D, care se întilnesc 


N E ae 
într-un punct O, definesc un unghi A0B =(D,, D;) 
(fig. 33); O se numeşte virful unghiului, iar 
D,, D, latuvule lui. Un unghi care 
are laturile confundate se numeste 
unghi nul. Două unghiuri care 
într-un mod oarecare sin! aduse să 
se suprapună (în sensul ca să aibă 
acelaşi vîri şi laturiie confundate) 
se zice că sînt egale. Dacă din 
Fig. 33 vîrful unghiului ca centru descriem 
un arc de cerc, măsura acestui 
arc în grade sau în radiani ($ 3.1.1) este indepen- 
dontă de raza cercului. Acest invariant se nu- 
meşte măsura unghiului. Două unghiuri egale au 
aceaşi măsură. 

3. Noţiun»a de unghi geometrie dată mai sus, 
se poate extinde la noţiunea de unghi algebrice 
(adică orientat) considerind laturile unghiului 
într-o ordine determinată. Vom avea relaţiile; 
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Pas PR 
(227) (D,, Da) = —(D,, D.) sau mai general 
PN A 
(Da Di) = 0 DI) 20000), 


Pt Pa O 
(228) (Du Da) (Das Da) cet (Dn Dn) + 
+ (Da, Di) = 350k (ke), 


Dn fiind semidrepte ce pleacă din același punct 
(fig. 34). Dacă dreptele se succed în ordinea natu- 
rală a indicilor și unghiurile sint definite prin 
valoarea geometrică, atunci 

lrebuie să luăm în (228), k=1. D; 


4. Un unghi de 90” [în radi- PD 


ASE | 
ani — se numește unghi 


drept şi laturile se zic că sînt 
perpendiculare (tig. 35). Orice 
punct M de pe una din laturi 
se zice că se proiectează în O Fig. 34 
pe cealaltă latură, sau că O 
este proiecția lui M pe OA. Două 


fa RE a 
unghiuri AOC, COB a căror 
sumă este 90” se numesc com- 
plementare. Un unghi de 180% 
are laturile în prelungire 
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(fig. 96); două unghiuri A0B, 


N 

COB care au ca sumă 180* se 
numesc  suplementare; invers, 
două unghiuri  suplementare 
care au același viîri, o latură 
comună, situate de-o parte şi 
de cealaltă a acesteia (unghiuri 
adiacente) au celelalte două 
laturi în prelungire. 

b. Semidreapta OB care îm- 
parte un unghi în două părţi 
egale (fig. 37) se numeşte bi- 
sectoare. Orice punct de pe 
bisectoare este egal depărtat 
de laturi. Două drepte A,, Ap 
care se taie în O (fig. 38) îor- 
mează patru unghiuri opuse 
la viri două cîte două egale 
între ele. Bisectoarele unghiu- 
rilor opuse la virt sînt în pre- 
lungire iar bisectoarele unghiu- 
rilor suplementare, perpendi- 
PR culare între ele. Pentru unghiul 
A,OA,, OB, este bisectoare interioară, iar OB,, 
bisectoare exterioară. 

6. Două drepte coplanare A,, A, (care sînt în 
acelaşi plan) sînt paralele dacă nuau nici un 
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punct comun la distanţă finită 
(fig. 39). Două drepte sînt 
paralele dacă şi numai dacă 
formează cu o secantă arbitra- 
ră A, unghiuri alterne interne 
egale (de ex., « =). Toate 
unghiurile ascuţite (respectiv 
obtuze) formate de secantă 
sînt egale; două unghiuri din 
categorii diferite sînt suple- 


mentare. Dacă secanta este p; 
perpendiculară pe una din £ 


drepte este perpendiculară şi 
pe cealaltă şi formează cu ele 
unghiuri drepte. 

Două unghiuri care au latu- 
rile paralele (fig. 40), sau per- 
pendiculare (fig. 41), sînt egale 
sau suplementare după cum 
ambele laturi sau numai două 
din ele au acelaşi sens (sau 
sensuri opuse). 


. Pu| 
[/4 4, 
(e 
5 de 
Fig. 39 


Printr-o convenţie de exprimare, putem spune 
că două drepte paralele îac între ele un unghi de 


0 sau 180. 
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7. Mai multe drepte sînt paralele (fig. 42) 
dacă şi numai dacă, determină pe două 
secante arbitrare segmente proporţionale 
> 5 + AN n CD A 


-_— —_ 


AB BC CD" A'D' 


(229) 


Fig. 43 


În particular (fig. 43), o dreaptă B'C” este 
paralelă cu BC dacă şi numai dacă 

A a AC (teorema lui Zhales). 
BB. 64 


(2297) 


Consecinţă. B'C” este paralelă cu BC atunci 
și numai atunci cind 
a APR” N a Ad pia 
(230) ind i id na 
AB AC BC 


Ş 4.2. Cercul 


1. Cercul este o curbă formată de toate punctele 
din plan egal depărtate de un punct fix O numit 
centru cu distanţa R numită rază. Dacă alegem 
un sens de parcurgere, de ex., cel trigonometric 
_($ 3.1.1), vom spune că cercul este orientat. Figura 

cea mai simplă construită pe cerc este arcul care 
este o porțiune de cerc mărginită de două puncte 
M, N extremităţile arcului (fig. 44) 


notat cu MN. În fond două puncte N p 
M, ÎN pe un cerc, determină două 7, 


O IERIER . PI = . A 
arce MPN şi MON a căror sumă A 
este un cerc; cînd se pot produce , 
confuzii, va trebui să precizăm de 
care din arce vorbim. Măsura Fig. 44 
unui arc se face în grade (sau în 
radiani, loc. cit.). Un grad 1*, este a 360-a parte 
dintr-un cerc, un minut 1” este a șaizecea parte 
dintr-un grad, iar o secundă 1” este a şaizecea 
parte dintr-un minut. Acest sistem se numeşte 
sezazecimal; dacă se ia pentru grad a %00-a parte 
din cerc, pentru minut a 109-a parte dintr-un 
grad, iar pentru secundă a 100-a parte dintr-un 
minut, sistemul se numește centesimal, 


0 


197 


Dacă se iau pe un cerc orientat n puncte Ap 
aşezate într-o ordine oarecare, atunci 


mai PR. — 
(231)  A,4p + AoA43 +... + Ann An + 
pp 
+ A, A, = 360%  (keZ). 

Dacă luăm pentru arce mărimea geometrică, 
atunci k=1. 

2. Considerăm acum cercul în plan. 

Punctele din plan se îm- 
part în trei categorii faţă 
de cerc (fig. 45) după cum 
(OM = d) d<R, puncte in- 
terioare, d>R puncte ez- 
terioare sau d = R puncte 
pe cerc; pentru acest motiv, 
se zice că cercul este o 
curbă plană închisă. 

Dreptele din plan se îm- 
part, îaţă de cerc, de ase- 
menea în trei categorii 
(fig. 46) (5 distanţa de la 
O la dreaptă): 5<R secantă, 
porţiunea MNsS2R se nu- 
meşte coardă, care în cazul 
în care secanta trece prin 0, 
MN — AA == 2R şi. 56 
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numeşte diametru; 8> R, exterioară); 6 = R, tan» 
gentă ($ 7.6.2). Din punct de vedere algebric, 
spunem că o secantă taie cercul în două puncte 
reale, o dreaptă exterioară în două: puncte imagi- 
nare conjugate, iar o tangentă în două puncte reale 
confundate. 

Dintr-un punct exterior M (fig. 47) se pot duce 
la un cerc două tangente egale MP=MQ; 
dreapta OM care unește pe M 
cu centrul cercului împarte 
unghiul tangentelor în două 
părţi egale şi este perpendicu- 
lară pe PQ, dreapta ce uneşte 
punctele de tangenţă. 

Un diametru este ază de 


simetrie ($ 5.5.1) pentru cerc. Fig. 47 
| 3. Măsura unghiurilor în cere (fig. 48). 
| a) Unghi la centru, unghiul care are viriul 
Pai 
în centrul cercului, AO0B = 


= AB. 
b) Unghi înscris, adică 
unghiul care are virful pe 


Sia e E 
cerc, ACB = 5 AB. 


c) Unghi format de o coardă i 
și tangenta înir-o extremiiate Fig. 48 


> tie | 
(caz limită al  precedentului), AJ7 == 
i ba crea 


d) Unghi interior, unghiul care are virial 
în înterior, 4JE = - (43 + 10). 


e) Unghi exterior, unghiul care are viriul 
Pa = — 
în exterior, AKB = (45 — IC). 

î) Unghi cu virful în exterior și avind laturile 
tangente la cerc (caz limită al precedentului: 
ASI Ey pi 
ED = - (EAP — EBP).* 


4. Două cercuri sînt egale cînd au razele egal. 
ntr-un cerc, sau în două cercuri egale, avea 
proprietăţile (fig. &9): 

N DN 

a) Egalităţile AB = A4'B', 
AR = A ROD =. OD, 
PN SI ai 
AOB = A'0'B' sînt echi- 
Fig. 49 valente. S 


*) Egalităţile din acest paragraf exprimă faptul că 
unghiurile şi arcele care le compun, au cceeaşi măsură, 
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b) Inegalităţile 4B> 40”, AB>A4'c', 40ă> 


>A'0'0' sînt echivalente. 

c) AB>A'C” dacă şi numai dacă OD<O0'E'. 
„5, Poziţiile relative a două cercuri. 

a) Secante (fig. 50) cînd se taie în două puncte. 
Distanţa centrelor 00” = d este faţă de raze, 
R-— R'<d<R+ R' (R'<R). Punclele de 


intersecţie A, B sînt simetrice faţă de linia cen- 
trelor 00”; dreapta AB se numeşte coarda comună, 
Au două tangente comune exterioare care se întîl- 
nesc într-un punct „$ pe linia centrelor. Unghiul 
V al tangentelor celor două cercuri într-unul din 
vunctele de intersecție, se numeşte unghiul celor 
două cercuri; dacă V = 909 se zice că cercurile 
sint ortogonale şi triunghiul OAO“ este dreptunghic. 


all 


b) Tangente interioare (fig. 51) cînd se taie 
într-un singur punct (două puncte confundate) 
ambele cercuri avînd în acest punct o tangentă 
unică şi fiind ambele situate 
de aceeași parte a ei. Relaţia 
d=—R — R” le caracterizează. 

c) Tangente exterioare (fig. 52) 
cînd se taie într-un punct în 
care au aceeaşi tangentă, cercu- 
rile fiind de-o parte și de alta 
a ei. Relaţia d=R-+ R' le 
caracterizează; au şi două 
tangente comune exterioare 
care se taie în „S pe linia centrelor. 


Fig. 52 Fig. 53 


„B d) Interioare (fig. 53) cînd toate 
punctele unuia sînt interioare celui- 
lalt. Relaţia d<R — R' le carac- 
terizează. Dacă 4d=0 (lig. pa)* 
cercurile se numesc concentrice. Nu 
Fig. 54 au tangente comune. 


e) Exterioare (fig. 55) cînd punctele fiec rui 
cerc sînt exterioare celuilalt. Relapa d>R + R' 
le caracterizează. Au două tangente exterioare 


Fig. 55 
T,, T. şi două tangente interioare 7,, 7; ($4.7.16) 
care se întîlnesc respectiv în două puncte SS şi 
S” situate pe linia centrelor ; „$ se numește centrul 
de omotetie direct iar $” centrul de omotetie invers 
al celor două cercuri. 

6. Putere. Se numeşte puterea pa a unui punct 
A faţă de un cerc de rază R (fig. 56) expresia 
(232) pa = AB-AC = AT? = AT? = 042 — RE, 
care este independentă de poziţia secantei ABC. 
Dacă A este exterior pa>0, dacă A este intericr 
PA<0, iar dacă A este pe cerc pa = 0 ($ &.3.2€). 
| 7. Formule. Lungimea cercului de rază R esie 

(233) l = 2mR. 

şi aria 
(234) 5 = m: 
Lungimea unui arc AB (fig. 57) are ca expresie 
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— Rn?, unde n€ este mă- 
AB 180 


sura arcului în grade iar n” în radiani. 

Lungimea coardei este lap = 
4 « E e 

= 2R sin z AOB. 


Aria sectorului csle 


< IE Rn 
2 £ > | -——— i ] pa —_ 
(236) Saonpc = : laAB R = rs 
4 
— Rîn?, 
2 


Aria segmentului circular ABC este 
1 | 

237) 5, = == 28 — hd). 

(287) Saba tă 


$ 4.3. Locuri geometrice 


1. Se numeşte loc geometrie (sau mai simpl! 
loc), fizura formată de mulţimea tuturor pun- 
ctelor din plan (sau din spaţiu) care se bucură de 
o aceeași proprietate. Locurile geometrice se defi- 
nesc: 


a) Printr-o relaţie mstrică care caracterizează 
toate punctele locului. 

b) Prin intersecţia a două familii de curbe 
(sau de suprafeţe în spaţiu) care depind de un para- 
metru și ale căror puncte comune aparţin locului. 
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2. Exemple de locuri geometrice. 
a) Locul geometric al punctelor din plan egal 
depărtate de un punct fix este un cerc. 


b) Locul geometric al punctelor din plan 
egal depărtate de două drepte concurente sînt 
bisectoarele unghiurilor formate de aceste 
drepte (iig. 58). 

c) Locul geometric al punctelor din plan 
egal depărtate de două puncte fixe A, B este 
perpendiculara ridicată pe mijlocul segmentu- 
lui AB, care se numeşte mediatoarea segmentu- 
lui AB (fig. 59). 

d) Locul geometric al punctelor din plan 
| din care se vede un segment dat, sub un unghi 


| 
| 
| 
| 


vig. 98 Fig. 59 
| PN > Ş “ 
| AMB = (fig. 60) esto tormat din două arce 
! AMD, AM'B (simetrice taţă de AB); arcul 
| AMB se numeşte arc capabil de unghiul a. 
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e) Locul geometric al punctelor din plan care * 
au puteri egale faţă de două cercuri date 0, 0”. 
(fig. 61) este o dreaptă D perpendiculară pe linia 


Fig. 62 


centrelor şi care se numește ază radicală. Ea este 
în acelaşi timp locul punctelor din plan din care 
se pot duce tangente egale la cele două cercuri. 
Dacă cercurile sint secante, axa radicală este 
coarda lor comună, iar dacă sînt tangente, tan- 
genta lor comună. Dacă cercurile sînt interioare, 
axa radicală va fi o dreaptă exterioară ambelor 
cercuri; în particular, două cercuri concentrice 
nu au axă radicală (se poate spune, prin convenţie, 
că axa radicală este situată la infinit). 

Fiind date trei cercuri (fig. 62) există un punct 


C în planul lor, numit centrul radical, care are Ea 


puteri egale faţă de cele trei cercuri; din C se pot 
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duce tangente egale la cele frei cercuri. Centrul 
radical este intersecţia axelor radicale ale celor 
trei cercuri luate două cîte două. 


4 Triunghiuri 


1. Triunghiuri oarecare. Trei puncte care sînt pe 
o dreaptă, se numesc coliniare. Figura formată 
prin unirea a trei puncte care nu sînt <oliniare 
se numeşte triunghi (fig. 63). 

Pe lîngă laturile 
a,b, c şi unghiurile 
viunghiului A, B, C 
se mai consideră u- 
neori şi unghiurile 
exterioare a căror 
măsură este 180*—A, 
180”—B, 180 — CC. 
Între laturile unui 
triunghi (a> b>c) 
avem dubla inega- 
litate 


(238) b—c<a<b+e. 


luvers, cu trei segmente care satisfac acestei duble 
inegalităţi, se poate construi un triunghi. 


Fig. 63 
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Avem următoarele proprietăţi: 

a) Perpendicularele coborîte din virfuri pe 
laturile opuse, AA“, BB", CC' se numesc înăl- 
țimile triunghiului şi sint concurente într-un 
punct /7 numit ortocentrul triunghiului. Triun 
ghiul A'8"C” se numeşte triunghi ortic şi înălii- 
mile AA”, BB”, CC” sint bisectoarele lui interi- 
oare. 

b) Dreptele AA”, BB", GC” care unesc viîr- 
furile cu mijloacele laturilor opuse, se numesc 
mediane şi sint concurente într-un punct G care 
este centrul de greutate al triunghiului considerat 
construit cintr-un material omogen. Punctul G 
se găseşte la două treimi de la virf, din fiecare 
mediană. Triunghiul A''B''C”' se numeşte trz- 
unghi median. 

c) Dreptele perpendiculare pe mijloacele la- 
turilor se numesc mediatoare şi sînt concurente 
în centrul O al cercului circumscris triunghiului. 

d) Punctele A', PB, 0; 4,8, CSI Aa 
B,, C, mijloacele segmentelor A/Z, BH, CH, sint 
nouă puncte pe un cerc, numit cercul lui Euler 
şi al cărui centru îl notăm cu Oy. 

e) Punctele JI, O, G, Os sînt pe o dreaptă numită 
dreapta lui Euler; avem GH = 2 GO. 

f) Unghiurile triunghiului au şase bisectoare, 
trei interioare şi trei exterioare (fig. 64). Cele inte- 
rioare sint concurente într-un punct 7, care este 
centrul cerculul înscris; două bisectoare exterioare 
sînt concurente cu cîte o bisectoare interioară în 
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trei puncte Ja, Iv, 
Ia, care sint cen- 
trele a trei cercuri 
exzinsecrise  triun- 
ghiului. Cele patru 
“ercuri astiel con- 


struite reprezintă e. 
cercurile tangente RA 


la trei drepte ne- 
concurente,  latu- 
rile triunghiului. 
2. Se zice că două 
triunghiuri ABC, 
A'B'C' (fig. 65) 
sint egale cind se 
pot suprapune. Da- 
că suprapunerea se 
poate face miş- 
cînd unul din tri- Fie. 


unghiuri fără a-l abia 

scoate din plan, A A 

se zice că triun- E p „Â p 
ghiurile sînt direct IN 
egale; în caz con- Bz Bt 
trar se zice că sînt ȘI af 
invers egale (în îi- wa” 
gură triunghiurile Fig. 65 


ABC, A'B'C' sînt tzac 
direct egale în timp ce triunghiurile ABC, 
A''B''C''sînt invers egale). 
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Dacă două triunghiuri sînt egale, au toate 
laturile și unghiurile egale. 
Două triunghiuri sînt egale dacă şi numai 


dacă au: 


a) Un unghi egal cuprins între două laturi 
egilo (A =A,8d=b,c=c): 

b) O latură egală cuprinsă între două un- 
ghiuri egale (a =a', B= 8',0C= 0%); 

c) Laturile egale două cite două (a=a/, 


b = ai = 0)e 


A A n 


Dacă în două triun- 
ghiuri (fig. 66) avem 
AB = A'B', AC = A'0' 
Şi A=-fFA”, atunci la 
unghiul mai mic se opune 
latura mai mică (B0C< 
< B'C”) şi reciproc. 


3. Se zice că două A 
triunghiuri sînt  ase- « 


menea (fig. 67), dacă 
şi numai dacă au: 


a) Două unghiuri CE NV 
i două a i: A and 
gale două cîte două ID 


(8B=38,C=0); 


b) Un unghi egal cuprins între două laturi 
proporţionale (A = A“, b/b' = c/o”); 

c) Laturile proporţionale (a/a' = b/b' = c/ec”). 

Două triunghiuri asemenea au unghiurile 
egale două cîte două şi laturile opuse unghiu- 
rilor egale, proporţionale. 

Cu notaţiile de pe figură, avem S$/S' = a?/a%? = 
= ha/h3. 

4. Se zice că un triunghi este orientat dacă se 
dă un sens de parcurgere pe perimetrul său (fig.68). 
De obicei acesta se zice că este 
pozitiv, sau direct, dacă în parcurge- A 
rea perimetrului, supraiaţa triun- 
ghiului este lăsată la stînga. Pentru 
mulţimea punctelor interioare triun- 8 C 
ghiului, perimetrul său se zice că Fig. 68 
formează frontiera mulţimii. 

5. Relaţii metrice într-un triunghi oarecare (seg- 
mentele barate sînt orientate $ 4.1.1) 

a) Teorema  bisectoarelor 
(fig. 69). Dacă D și E sînt 
picioarele  bisectoarelor un- 
ghiului A, atunci 


(239) 0: ANII 
ae ui 
BE op Do LE 
FD i” Di EA 
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ultima relaţie spune că punctele 3, C, D, E 
formează o diviziune armonică ($ 6.2). 

b) Teorema lui Pitagora generalizată. Într-un 
triunghi oarecare 


:B 
i 
n i 
= a ARI € 
A 0. A C A D 
Fig. 70 Fig. 71 
(240) a2 — b24+ c2— 2eb AD, (e= 441), 
e = 1, dacă A este ascuţit (fig. 70), e= —1 


dacă A este obtuz (fig. 71). 


c) Teorema lui Stewart (fig. 72). Dacă O este 
exterior dreptei ACB, atunci 


OA? 0:53 
E TA PI ea pasca ast ac O 
AB-AC  BC-BA 
*P e = 1. 
CA.CB A B 
Fig. 72 


Cu ajutorul acestei formule avem posibilitatea 
să calculăm pe OC, cunoscînd poziţia lui C pe 
AB în triunghiul AOB. 
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d) Teorema lui Menelaus (fig. 73). Trei puncte 
A”, B', C' situate pe laturile unui triunghi sint 
coliniare dacă și numai dacă 


(242) A'B BC CA 


————— .——.——— 


A'E BA (CB 


e) Teorema lui Ceva (fig. 74). Trei drepte AA/, 
BB", CC“ care trec prin virturile unui triunghi 
(numite uneori ceviene) sint concurente dacă şi 
numai dacă 


(243) 


| 


/ 


pa 
Ey 


Q 


i 0 CA ca 
AC. BA-C PB 

6, Triuaghiuri pariiculare, 

a) Triunghiul dreptunghice (A =— 90”) (3 3.3.1), 


are o singură înălțime (celelalte două confundin- 
du-se cu cateteie) (fig. 75). 
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Fig. 75 


Un triunghi este dreptunghic dacă şi numai 
dacă 
(244)  a2=— b2+ c2 (teorema lui Pitagora). 
De asemenea, dacă şi numai dacă centrul cer- 
cului circumscris este la mijlocul uneia din 
laturi (ipotenuza). Avem de asemenea relaţiile 
(245) D= a-0D, c'=a"- BD, AD'=BD-DC 
(246) AIR, r=p—a: 
b) Triunghiul isoscel (fig. 76). Este triunghiul 
care are două unghiuri egale (5 = C) sau două 
laturi egale (b =c). 


Un triunghi este isoscel dacă şi numai dacă: 
două din dreptele: înălțimea, mediana, bisec- 
toarea unui aceluiași virf A sînt confundate. 
Dacă două se confundă, se confundă şi a treia 
cu ele; una din egalităţile 
(247) hp = he, Mb = Mo Ip — lo 
are loc, cînd vor avea loc şi celelalţe, 
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Înălţime» vitului A este axă de simetrie 
($ 5.5.1) pentru triunghi. Dacă 4, =, triun- 


ghiul poate îi isoscel, dar mai sînt şi alte triun- 
ghiuri care se bucură de această 
proprietate şi care se numesc tiri- 
unghiuri pseudoisoscele. 

c) Triunghiul echilateral (fig. 77) 
este triunghiul care are toate un- 
ghiurile egale (A = B = C = 60) 
sau toate laturile egale (a = d = c). 
Înălţimea, mediana şi bisectoa- Yig. 77 
rea fiecărui viri sînt confun- 
date între ele. Ortocentrul, centrul de greutate 
şi centrele cercurilor înscris şi circumscris, sînt 
toate coniundate în același punct. Cercul circum- 
scris şi cu cel înscris, sînt concentrice. Orice înăl- 
țime este axă de simetrie pentru triunghi. Avem 
relaţiile 


(000) 00 e E oa art aaa —R, 
S= 3/3 Ha, 


7. Se dau trei drepte concurente OD, O0D,, 
OD; şi un fascicul de drepte paralele ABC, A4'B'C, 


125 


A*'B"'C", ... (fig. 78). Dreptele sint concurente 
dacă şi numa! dacă 


Fig. 18 
20) Bă PA PA? 
776 0 7 Ca ca: La 


Se dau palru drepte concurente OD, 0D;, 
OD, OD, şi două secante oarecare ABCD, 
A'B'0'D" țtig. 19), atunci 


(250) (ABCD) = (A4A'8'0'D”) = 
„N „N 
__SinCOA 4 sin DOA 
5 EC ia 


Pe se fa „N 
sinCOB sin DUB 


unde (4ABCD) este biraportul celor patru puncte 
($ 6.2), şi se numeşte biraporiul dreptelor OD,, ..e 


o..3 OD; 
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$ 4.5. Patrulatere 


1. Figura plaui formată de patru puncie A, 
B, C, D (din care trei nu sînt coliniare), se 
numeşte patrulater; un patrulater are 4 pir- 
fuzi, & laturi, 2 diagonale (drepte care uncai 
două virluri o- 
puse) şi & un- A 
ghiuri. Patrula- AD 
terul se zice că 
este convez (fig. U 
80) dacă pre 
lungindu-i latu- Fig. 50 Viz. Si 
rile nu-i laie 
suprafața şi concav în caz contrar (fig. 81). În cele 
ce urmează considerăm numa. patrulatere convexe. 
Notînd unghiurile cu A, B, C, PD avem relaţiile 


(252) | AB2+ BC2+ CD2+ DA? = A02+ 
-j- BD: + 4MN?, 
(253) 45 = VB40' BD AB2— BC2 + CD2 = AD2)2 = 
= — AU. DD sin g, 
2 
unde $ este aria patrulaterului, M, N 
mijloacele diagonalelor, iar e unghiul 
diagonaleior. 


Bă 4 


) 

2. Figura formată de patru drepte coplanare 

(din care trei nu sînt concurente), se numește 

patrulater complet (fig. 82). Un patrulater complet 

are 6 virfuri, 4 laturi şi 3 diagonale. | 
Avem proprietăţile: 


a) Mijloacele diagonalelor sînt trei puncte coli- 


niare. 
b) (EFGH) = —1 ($ 6.2) (teorema lui Pappus). 
3. Patrulatere particulare. 


a) Patrulaterul inscriptibil este patrulaterul că- 
ruia i se poate circumscrie un cerc (fig. 83). 
furile unui patrulater inscriptibil se numesc pu... 
conciclice. Un patrulater este inscriptibil dacă şi 
numai dacă: 


) Unghiurile opuse sînt suplimentare (4 + 
+ 0=8+ D = 180%). 
6) Două laturi opuse fac cu cele două dia-, 


Ra N N 
gonale unghiuri egale (CAD = CBD etc.). 
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Ju notaţiile de pe figură avem relaţiile: 


(254) | ac + bd = 55” (prima teoremă a lui 
Ptolomeu, care este şi reciprocă). 

d 

plăul MB acl z38 A (ă (a doua teoremă a lui 


ab-+-ed 3! 


Ptolomeu). 
956) | S= V/(p—a) (p—b)(p—c)(p-—di) 
(2p=a+b+e+ad, SS aria). 
__ (ac + bd) (ad + bc) 


(257) |. 83 
ab + cd, 
ga (ac + bd) (ab + cd) 
ai ad + be 
(258) | R = (ab + cd)ă _ (ad + be)ă” — 
4 4$ 
_ tI/(ac+ bd) (ad + be) (ab + cd) 
SE 4 V(p—a)lp—b)(p—c)(p—d). 


op | S = Vabcd, dacă patrulaterul poate fi în 
același timp şi circumscris unui al doilea 
cerc. 


b) Zrapezul (fig. 84) este un patrulater care are 
două laturi paralele AB, CD numite baze, și două 
laturi neparalele BC, AD. Dacă BC = AD, tra- 
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pezul se numeşte isoscel, are diagonalele egale și 
este inscriptibil într-un cerc. Dacă din unghiurile 
trapezului unul este drept, 


B A trapezul se numeşte dreptunghi. 
F 7 Ş Segmentul BG care măsoară 
Pa d distanţa dintre baze se numeşte 
înăltime. Dacă E, F sînt my 
Fig. 84 loacele laturilor ngparaiălă 
atunci a e 
1 naih 
EP = —(AB+CD); 
(260) 2 


aa — (AB + CD)AG = EP: AG. - 


c) Paralelogramul (îig. 85) este caracterizat 
prin una din proprietăţile: 
«) Laturile opuse sînt para- 
4 Lele (ABICD, ADIBC). 


i 6) Unghiurile opuse egale 
E ta ADI ca CUP 0 PIE 
(4 =, B= D). 


C6 D *) Laturile opuse egale (4B = 
Fig. 85 = CD, AD = BO). 
5) Două laturi opuse şi pa- 
ralele (48 = CD şi AB|CD.). 
e) Diagonalele se taie în părţi egale (OA = 
= OC, OB = 0D). 
Cînd o proprietate are loc, au loc și celelalte patru. 
O se numeşte centrul paralelogramului şi este 
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centrul de simetrie. BG se numeşte înălțimea para- 
lelogramului şi aria lui este egală cu 


(261) | s= AB:8BG. | 


d) Dreptunghiul (fig. 86) este un paralelogram 
“articular care are un unghi drept (cînd rezultă 
- toate vor fi drepte); sau diagonalele egale. Este 
„„iZurul paralelogram inscriptibil într-un cerc de 


rază CA AC şi de centru O. Paralele duse prin O 


la laturile dreptunghiului sînt aze de simetrie 
pentru dreptunghi, iar O este centru de simetrie. 

e) Pătratul (fig. 87) este un dreptunghi care 
are toate laturile egale; are de asemenea diago- 
„nalele perpendiculare şi egale. Afară de simelriile 
dreptunghiului, are şi diagonalele ca axe de sime- 


Fig. 86 F.g. 37 
trie. Este un patrulater care se poate înscrie şi 


. : : 1 
circumscrie unul cerc; primul are raza — AC 
2 


£ ; 1 
iar al doilea TE AB. Notind R raza cercului cir- 


131 
9% 


cumscris, r raza cercului înscris, l latura şi SS, 
aria pătratului, atunci 


(262) |l=RV3,r = RV = Și aia, 


A î) Rombul (fig. 88) este paralelo- 
gramul care are: 

a) Toate laturile egale. 

6) Diagonalele perpendiculare. 
Pătratul este un romb particular 
avînd diagonalele egale. Triunghiu- 
rile ABD, BCD şi ABC, ACD sînt 

Fig. 88 isoscsle două cite două. Are diago- 

nalele ca axe de simetrie şi centrul 
ca centru de simetrie. 


$ 4.6. Poligoane 


1, Se numeşte linie poligonală plană, o succe- 
siune de segmente așezate cap la cap (fig. 89). 
Dacă originea A, se con- 

Â, Anei 


An iundă cu extremitatea 

A An figura lormată se 

A, numeşte poligon care pra- 
A2 „te îi convez (fig. 90)sau 

A3 Aş concav (fig. 91) ($4.51) 
Fig. 89 Fig. 99 Un poligon cu n vir/uri 
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are n laturi şi ZA n(n — 3) diagonale ; suma unghiu- 


rilor interioare este egală cu 180" (n—2). 
O latură a unui poligon este mai mică decit 
suma celorlalte laturi. Două poligoane (fig. 92) 


Fig. 31 Fig. 9% 
cu acelaşi număr de laturi şi de aceeași natură 
(convexe sau concave în același timp) vor fi egale 
dacă se pot descompune în triunghiuri consecu- 
tive egale şi la fel așezate. 

2, Dacă un poligon convex are toate laturile 
şi unghiurile egale, se zice că este regulat; un- 
ghiul unui poligon regulat este egal cu 
180” (n — 2)/n. Un poligon regulat se poate înscrie 
sau circumscrie unui cerc, ambele avind același 
centru care se numește centrul poligonului. Raza 
cercului circumscris se numeşte raza poligonului, 
iar raza cercului înscris, apotema poligonului. 
Notînd 4 latura, a„ apotema, :S» aria, avem 


A 1 
(163) n — 3 N Înan. 
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3. Dacă împărţim un cerc de rază R în n părţi 
egale, şi unim punctele consecutive, se obţine un 
poligon regulat cu n laturi. Dacă le unim din p 
în p şi dacă poligonul se închide trecînd prin 
toate punctele de diviziune, vom spune că poli- 

onul este stelat cu n laturi. La ($ 4.4.6, III) şi 
E 4.5.3, V) am dat elementele triunghiului echi- 
lateral şi pătratului în iuncţie de R; avem de ase- 
menea: 


1 a — 
(264) | 4 = —RVw-2V5; 


4 2 

ag = —RW/5+1) 
+ 
4 Des, 

ds Se RV/ 3 


(206) | d =RV/2-Vă; 


(267) | lo o RV/5 1); 
aa = A /10+2y/3. 
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(268) | 2 = LA V1o+2y/5,; 


L0 = AR (/ 5 + 1) (poligoane stelate). 


Dacă cunoaştem latura ln a poligonului regulat 
cu n laturi, înscris în cercul de rază R, atunci 


(269) ie Rl2R — V ui — E). 


$ 4.7. Construcţii geometrice cu rigla și 
compasul 
1. „Să se împartă un segment AB în două părți 
egale (fig. 93). Din A şi B ca centre, cu o rază 


AB : 
> Sa se descriu două arce je cerc care se 
2 


taie în C, D; CD este perpendicu- CX 
lară pe AB şi o împarte în părți 
egale. [ - 

2. Printr-un punct A, să se ducă A: 8 
o perpendiculară pe o dreaptă A. i 

a) Din A ca centru se descrie E Să 


un cerc caretaie pe A în B și; 
din B şi C cu aceeași rază se descriu două arce 
care se taie în D și AD este perpendiculara 


135 


câutată (fig. 94 cînd A este exterior şi ft" 
cînd A este pe dreaptă). = ale 

b) Dacă A este la una din extremită, sa: 4 
A (fig. 96), dintr-un punct arbitrar O se descrie 
A 


A 


| 

xD 
Fig. 94 Fig. 95 Fig. 96 

un cerc cu raza OA, care taie din nou pe Aîn B; 

OB taie cercul în C şi perpendiculara este AC. 

Dacă A este exterior (fig. 97) se duce dreapta: 

AB arbitrară pe care ca diametru se descrie un 


cerc care taie din nou pe A în C; perpendiculara 
este AC. 


Fig. 97 Fig. 98 


3. Printr-un punct A exterior dreptei A, să se. 
ducă o paralelă la aceasta (îig. 98). Se iau pe A: 
punctele B, C şi din A, C ca centre se descriu două: 
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'» “espectiv de raze BC, BA care se taie în D. 
căutată este AD. 

_„ Su .. împartă un segment AB în părți pro- 

porționale cu trei (sau mai multe) lungimi date 


Fig. 100 


145 Me, Ma (sau trei numere date) (fig. 99). Prin 
A se duce o dreaptă arbitrară A pe care în conti- 
nuare se măsoară m,, mo, ma. Se uneşte ultima 
extremitate M; cu B şi prin punctele intermediare 
N, M, se duc paralele cu BM, care taie pe AB 
in C,, Ca astfel ca AC, / m = CiCa / ma = 
= 0aB/ma. Dacă se dau trei numere p,, pa, pa, se ia 

„ segment arbitrar AU şise măsoară pe A, AM, = 

p4AU, ... Ş 

5. „Să se împartă un segment AB în n părți egale 
n EN) (fig. 100). Se iau pe dreapta auxiliară A, 
n segmente egale și se continuă ca la problema 
orecedentă. 
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6. Fiind date segmentele OA, OD, ..., să se 


consiruiască sezmentele OA", OB", ... astfel ca 
54 M-AM 
OA 08 


Se ia pe dreapta A pe care sînt măsurate segmen- 
tele OA, 05, (fig. 101) un segment arbitrar 
OU, iar pe dreapta A tva A” segmentul OU“ = 
= k OU. Prin A, B, ... se duc paralele cu UU' 
care taie pe A” în Pi: ne: 44 

7, Prin punctul O (sau A) să se ducă o dreaptă ID 
care să facă cu o dreaptă dată A un unghi «. 

a) O este pe A (fig. 102). Din virlul unghiu- 
lui şi din O ca centre se descriu două cercuri 


egale; se măsoară arcele 80 = BC” = 


() 5 D” 
Ap (pr 
e Sil 7 RE 

Fig. 101 Fig. 102 


. -.. PO 
tot cu compasul. Se obţin soluţiile B'OC' = 
= BOC” mo, 
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b) A este exterior lui "A (fig. 103). Se duce prin 
A o paralelă cu A și se procedează ca la cazul 
precedent obţinîndu-se dreptele D' şi D”. 


Fig. 103 Fig. 104 


$.*) Să se construiască un triunghi cunoscindu-i 
o latură a și unghiurile adiacente B, C (îig. 104). 
Se măsoară segmentul BC = a şi în B, C se con- 
struiesc unghiurile date. 
Se obţin două triunghiuri b 
ABC, A'BC invers egale 
($ 4.4.2). p 
9. Să se construiască A 
un triunghi cunoscindu-i 
două laturi b, c și un- 
ghiul cuprins A (fig. 105). 
Într-un punct A pe o FiS. 105 


*) Pentru construcțiile 8—il a se vedea (Ş 3.3.2, cazu- 
rile de rezolvare). 
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dreaptă A se construiește unghiul A de-o parte 
și de alta. Apoi pe A se măsoară AB =c, iar 
pe celelalte laturi AC = AC” = bd. Se obţin 
triunghiurile ABC, ABC“ invers egale. 


Fig. 106 


10. „Să se construiască un triunghi cunoscîndu-i 
cele trei laturi a, b, c (fig. 106). Pe o dreaptă A 
se ia BC = a şi apoi în B şi C se construiesc două 
arce de raze b şi c care se taie în punctele A, A? 
care dau triunghiurile ABC, A'BC invers egale. 

11. Să se construiască un triunghi cunoscîndu-i 
două laturi a, b și unghiul A opus uneia din ele. 

Cazul | (fig. 107) A<90, b>a>b sin A. Pe 
una din laturile unghiului A se construieşte AC = b 
şi din C ca centru se descrie un arc de rază a care 
taie cealaltă latură în B şi B” (b>a) care dă tri- 
unghiurile ACB, ACB! (2 soluţii); dacă a=b, 
A = B' şi avem triunghiul isoscel ABC (1 solu- 
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VIC]; 1a1 UGUG 4 —— UV DIili LA CAUVVUILI VLALUIIRIIUU A UI VU 
tunghic ACD (1 soluţie). & i 

Cazul || (fig. 108) A>90”, a>b. Aceeaşi con- 
strucţie conduce la triunghiul ABC (1 soluţie) 


| O 
papa | 
N 

N Pad 


Fig. 108 Pig. 109 
sau triunghiul dreptunghic CDB (precum şi inver- 
sul său CDB”) (1 soluţie). 

12. Pe segmeniul AB să se construiască un arc 
de cerc capabil de unghiul dat « (fig. 109). În A 


ăia € 

se construieşte BAT = a. Per- 
pendicularele în A pe A7 şi pe 
mijlocul lui AB se taie în O. 
Arcul AM B și simetriculsău faţă 
de AB sînt soluţiile problemei. Y 

13. „Să se construiască bisec- 
toarele unui unghi. a) Virful 
O este accesibil (fig. 110). se Fig. 110 
construieşte un arc cu centrul 
în O, care taie laturile în A şi B, din aceste 
puncte, cu aceeași deschidere de compas se con- 
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struieşte C: bisectoarea interioară este OC; per- 
pendiculara p” ea în O este bisectoarea exterioară. 
3 


b) Virful 


este inaccesibil (fig. 111). Pe laturile 


unghiului ce construiesc perpendicularele Ai și 


Fig. 111 


Fig. 112 


Aa pe care se iau segmentele AB = A'B', AC = 
- Â'C'. Prin B şi C, respectiv B' şi C' se duc 
paralele cu laturile unghiului care se taie în M, 


Fig. 113 


N pe bisectoarea căutată. 
14. „Să se ducă printr-un 
punct exterior A,  tan- 
gente la un cerc O (fig. 
112). Pe OA ca diametru 
se descrie un cerc auxiliar 
care taie cercul dat în B 
şi C; dreptele AB, AC 
sînt tangentele căutate. 


15. Fiind date punctele O și M, să se determine 
puietul M' asttel ca: 0OM:O0M' = kk (fig. 113). 
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Se construieşte un cerc cu centrul în O şi de rază 
VIk|; avem două cazuri: 

a) Dacă M este interior, se duce o perpendi- 
culară pe OM care taie cercul în 7 şi tangenta 
în 7 taie pe OM în M”; 

b) Dacă M este exterior (pe figură M”), se duc 
tangentele MT, MT” iar TI” taie pe OM în M' 
(pe fiură M). Această construcţie este făcută 
în ipoteza k>0; cînd 
k<0, vom lua pentru A 
M", punctul M“ sime- $ 
Si lui M” taţă de 0. 

„Să se construiască i =: 7 PIE ar 
tangentele comune la i VAR d 
două cercuri exterioare 
date. 

a) Tangente  exteri- 
care (fig. 114). Fie R 
raza cercului O şi R'/ 
raza cercului O'(R'> 
> RR). Cu centrul în 07 
se construieşte cercul 
de rază R' — Rşiise 
construiesc tangentele 
duse din 0. La dis- 
tanţa R de aceste tan- 
gente se găsesc tan- 
gentele căutate. 

b) Tangente interioare (fig. 115). Aceeaşi metodă 
numai că cercul auxiliar va fi de rază R-+ R'. 
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17, „Să se găsească a patra proporțională a trei 
segmente date a, b, c (sau a trei numere a, b, c) 
(a/b = c/z) ($ 1.3.4) (fig. 116). Pe laturile unui 


Fig. 116 Fig. 117 


unghi se aşază segmentele ca în figură; se unește 
A cu B şi prin C se duce v paralelă cu AB. Avem 
OX = z. Dacă se dau trei numere, se ia un seg- 
ment arbitrar OU = u şi apoi, OA = au, 0B = 
= bu, OC => cu. 

18. Să se construiască medin proporțională a două 
segmente (două numere) a, bb, adică z=ab 
(fig. 117). Fie AB = a, BC = b şi pe AC ca dia- 
metru se construieşte un semicerc care este tăiat 
de perpendiculara în B pe AC astiel ca BD=z. 

19. „Să se înscrie într-un cerc O un pătrat, un 
octogon regulat, ș.a.m.d. (îg. 118). Virturile pătra- 
tului sînt punctele unde două diametre perpen- 
diculare taie cercul. Pentru octogon se coboară 
perpendiculare din O pe laturi care taie cercul 
în patru puncte care împreună cu virfiurile pătra- 


144 


tului determină viîrfurile octogonului. Pentru un 
poligon regulat cu 16 laturi se repetă construcţia 
faţă de laturile octogonului ş.a.m.d. 

20. Să se înscrie într-un cerc O un triunghi echi- 
lateral, un exagon regulat, un poligon “egula! cu 


Fig. 119 


12 laturi, ș.a.m.d. (fig. 119). Purtind pe cerc 
coarde egale cu raza cercului, se obţin 6 puncte 
care sînt viîrfurile unui exagon regulat înscris 
în cerc. Unindu-se viîriurile din două în două 
obţinem triunghiul echilateral înscris. 'Trecerea 
la un poligon regulat cu 12 laturi se face ca de la 
pătrat la octogon ($ 4.7.19). 

21, Să se înscrie într-un cerc dat O, un pentagon 
regulat, un decagon regulat ș.a.m.d. (Lig. 120). 
În cerc se construiesc diametrele perpendiculare 
AA”, NN“; din M, mijlocul lui A'0, ca centru 
se descrie un cerc de rază MW care taie diametrul 
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AA” în P şi Q. Avem ho = OP iar li = 0Q 
(decagon stelat) ș.a.m.d. Pentagonul se obţine 
unind viîrfurile decagonului din două în două. 


Fig. 120 Fig. 12 


22, Să se dea o construcţie aprozimativă a dese 
fășuratei cercului pe o dreaptă A (lig. 121). Se 
aşază una după alta de două ori 4, şi de două ori lş, 


deoarece 2(l, + l) = 2R (/2+V/ 3) =2Rx3, 44, 
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5. GEOMETRIA  EUCLIDIANĂ 
A SPAȚIULUI 


$ 5.1. Drepte şi plane 


1, Drepte şi plane paralele. Planul este supra- 
faţa pe care aşezind o dreaptă, îi conţine toate 
punctele. O dreaptă împarie un plan în două 
semiplane; un plan împarte spaţiul în trei regiuni 
dintre care una este formată din punctele planului. 
Faţă de un plan, o dreaptă poate avea una din 
poziţiile (fig. 122): 

a) Conţinută în plan. b) Are 
un singur punct în plan. c) Pa- 


D , 
ralelă cu planul, cînd nu are B sd, ——D 
nici un punct comun cu el. Un fS A / 
plan poate îi definit prin trei P 


puncte necoliniare, o dreaptă și C 

un punct exterior ei, două drep- Fig. 192 

te paralele. Două plane dis- 

tincte, care au un punct comun, au o infinitate 
de puncte comune situate pe o dreaptă, dreapta 
de intersecție a celor două plane. Două plane care 
nu au nici un punct comun, se zice că sint paralele. 
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Printr-o dreaptă D (fig. 123) trec o infinitate 
de plane care formează un fascicul avînd ca muchie 
pe D. Un plan al fasciculului este determinat 
prin muchie şi un punct A exterior ei; iar un fas- 

cicul este determinat prin două 
plane ale sale P,, P;. 

Două drepte distincte în spațiu 
ot: 
i a) Să fie concurente, cînd au un 
punct comun. b) Să fie paralele. 
c) Să nu aibă nici un punct co- 

Fig. 193 Mun și nici să fie paralele, cind se 

zice că sînt strimbe în spaţiu. 

Prin unghiul a două asemenea drepte, înţelegem 
i o paralelelor duse printr-un punct al spa- 

iului, 

2. Două drepte paralele cu o a treia sînt para- 
lele între ele. Dacă D este paralelă cu planul P 
(fig. 124), orice plan Q care trece prin D taie P 


D 2 
£p 
arse, 
| ci 
Fig. 124 Fig. 195 
după o dreaptă D, paralelă cu D. Două plane 
P,, P, paralele cu aceeaşi dreaptă D se taie după 


o dreaptă D, paralelă cu D (fig. 125). Orice dreaptă 
D dintr-un plan P paralel cu un plan Q este para- 
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lelă cu planul O (fig. 126). Învers, un plan 0, 
paralel cu două drepte dintr-un plan P este paralel 
cu P. Printr-un punct exterior unui plan P se 
poate duce un plan Q paralel cu acesta şi numai 


137 
2090 4 


Fig. 196 Fig. 127 


unul. Două plane paralele P, P, sînt tăiate de un 
al treilea Q după două drepte paralele (fig. 127). 
Două plane paralele (fig. 128) determină pe două 
drepte paralele segmente egale (4AB=A'B). 
Trei sau mai multe plane paralele (fig. 129) deter- 


A [ A 
pl A 
/ / y 
PC C 
P 1 

Fig. 129 Fig. 130 

mină pe două secante, segmente proporţionale 
(AB/BC = A'B'/B'C”). 

3. Drepte și plane perpendiculare. Într-un punct 
A situat pe dreapta D (fig. 130) se pot duce o 
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infinitate de drepte perpendiculare pe.ea care 
formează un plan P perpendicular pe dreapta D; 
dreapta D se numeşte normală pe planul P. Din- 
tr-un punct exterior unui plan se poate duce o 
singură perpendiculară pe el. Un plan P are o 
infinitate de normale toate paralele între ele. 
Invers, o dreaptă D este perpendiculară pe un plan 


fr 4 

DojD" D' f 

, “A 
Fa Pr, 
Fig. 431 Fig. 132 Fig. 133 


P (fig. 131), dacă este perpendiculară pe paralela 
ei dusă prin A 

O dreaptă perpendiculară pe un plan P, vali 
perpendiculară pe oriceplan Q paralel cu P (fig. 132). 
Pentru ca o dreaptă să fie perpendiculară pe un 


plan este suficient să fie perpendiculară pe două 
drepte concurente ale planului. Printr-un punct 
al spaţiului se poate duce un plan şi numai unul 
perpendicular pe o dreaptă. Două plane perpendi- 
culare pe o dreaptă, sînt paralele între ele. 

Dacă dintr-un punct 0, exterior unui plan 
(fig. 133) ducem pe acest plan perpendiculara și 
mai multe oblice, atunci: 
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a) Perpendiculara OA este mai mică decît orice 
oblică OB şi reprezintă distanţa punctului O la 
plane. 

b) Toate oblicele egal depărtate de piciorul per- 
pendicularei sînt egale şi reciproc. 

c) Dintre două oblice, cea care este mai aproape 
de piciorul perpendicularei, este mai mică şi re- 
ciproc. A se numeşte proiecția lui O pe planul P. 

4. Unghiul diedru a două semiplane (fig. 134). 
care formează fețele unghiului, este egal cu unghiul 
V determinat de cele două îieţe pe 
un plan Q perpendicular în O pe 
muchie (egal şi cu unghiul per- 
pendicularelor în O pe fiecare din 
feţe); planul bisector, este planul 
care-l împarte în două diedre egale 
(care au aceeaşi măsură). 

Dacă două plane sînt perpendi- 
culare (fig. 135), orice perpendiculară pe inter- 
secţia lor şi situată într-unul din plane, este per- 
pendiculară pe celălalt plan; un plan este per- 
pendicular pe un al doilea 
plan, dacă conţine o perpendi- 
culară pe acesta sau este pa- 


Fig. 134 


ralel cu o asemenea perpendi- Q 
culară. Un plan şi o dreaptă A 

(fig. 136) perpendiculare pe ace- 

laşi plan, sînt paralele între ele. Fig. 135 
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Dacă două plane P, Q sînt perpendiculare peun 
al treilea A (fig. 137), dreapta lor de in'ersecţie 
este perpendiculară pe A. 


Fig. 136 Fig. 137 Fig. 138 


Locul geometric al proiecţiilor punctelor unei 
drepte pe un plan P, este un plan Q perpendicular 
pe planul P (îig. 138). Intersecţia planelor P, Q 
este o dreaptă D', proiecția dreptei D pe planul 
P. Unghiul a pe care-l fac dreptele D, D' între 
ele măsoară unghiul dreptei D cu planul P; el 
este unghiui cel iai mic pe care-l face D cu o 
dreaptă oarecare a planului P. Proiecţiile unui 
seca pe două plane paralele, sînt egale între 
ele. 


Teorema celor trei perpen- 
diculare. Dacă D', A' sînt 
proiecţiile a două drepte din 
spaţiu D, A (fig. 139) pe pla- 
nul P, atunci două din pro- 
prietăţile: 
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a) Dreptele D, A sînt perpendiculare. 

b) Una din drepte este paralelă cu P. 

c) Proiecţiile D', A“ sint perpendiculare, au 
ca consecinţă pe a treia. 


$ 5.92. Corpuri solide determinate 
de drepte şi plane 


1. Unghi poliedru este figura geometrică for- 
mată de mai multe plane concurente într-un punct 
O numit virf. Intersecţiile planelor se numesc 
muchu care mărginesc între ele fețele poliedrului 
(fig. 140). Dacă unghiul poliedru este situat de 
aceeaşi parte a feţelor se zice că unghiul este 
convez. Triedru este unghiul poliedru cu trei feţe 


G 


A 
Fig. 140 Fit. 441 


și trei muchii. Dacă are muchiile perpendiculare 
două cîte două, se zice că este tridreptunghie. În 
acest caz fiecare muchie este perpendiculară pe 
faţa determinată de celelalte două (fig. 141). 
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Se numește corp solid, o porţiune din spaţiul cu 


trei dimensiuni. 


2. Poliedru este un corp solid mărginit de 


suprafeţe plane | 
i AC 
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fig. 142) şi are: fețe (ABC, 
D...), muchii (AB, AC, AD,...), 
pirfuri (A, B, C,...), unghiuri die- 
dre [((ABC), (ABD), ...], unghiuri 
solide [(4, BCD), (8, ACD), ...], 
diagonale (AF, BP, ...). Aria po- 
liedrului este suma tuturor ariilor 
fețelor iar volumul este porţiunea 
din spaţiu care definește corpul. 
Se zice că poliedrul este convez 
cînd se ailă de aceeași parte a 


tuturor feţelor sale. Feţele 
unui poliedru convex sînt 
poligoane convexe. 

3. Suprafaţă prismatică 
(fig. 143) este suprafaţa de- 
terminată de plane paralele 
(fețele) mărginite la inter- 
secţiile lor consecutive (mu- 
chule). Secţiunea tăcută în 
suprafaţă cu un plan P,care 
nu este paralel cu muchiile, 
este un poligon care are ace- 
lași număr de laturi oricare 
ar îi P; secțiunea dreaptă 
este tăcută printr-un plan 
perpendicular pe muchii. 


Prisma (fig. 151) este un poliedru obţinut din- 
tr-o suprafaţă prismatică prin două secţiuni para- 
lele care se numesc bazele prismei. Feţele laterale 
ale unei prisme sînt paralelograme ; distanţa dintre 
baze se numește înălțimea prismei. Dacă planele 
bazelor sînt perpendiculare pe muchii, prisma se 
numeşte dreaptă, iar dacă şi bazele sint poligoane 
regulate, prisma se numeşte regulată. În parti- 
cular, dacă bazele sînt paralelograme, prisma se 
numeşte paralelipiped (fig. 152). Paralelipipedul 
care are toate muchiile egale se numeşte romboe- 
dru şi are toate feţele romburi. Dacă are muchiile 
laterale perpendiculare pe baze, paralelipipedul 
se numeşte dreptunghic (fig. 153). Romboedrul 
dreptunghic se numeşte cub (fig. 154). 

4. Piramida (fig. 155) este corpul ce se obţine 
tăind un unghi poliedru cu un plan care-i întil- 
neşte toate muchiile; poligonul tăiat de acest 
plan, se numeşte baza piramidei iar feţele și muchi- 
ile poliedrului se numesc fețele laterale şi muchiile 
piramidei. Perpendiculara coborită din virful pira- 
midei (viriul unghiului poliedrului) pe bază, se 
numeşte înălțime. Se zice că piramida este regu- 
lată dacă baza este un poligon regulat și înălţimea 
cade în centrul acestuia; feţele sînt triunghiuri 
isoscele a căror înălţime (aceeaşi pentru toate) 
se numeşte apotema piramidei (fig. 156). Piramida 


*) Figurile se găsesc în tabelul T. 17. 
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cu baza in triunghi se numeşte tetraedru (fig. 157) 
care este regulat cînd are toate muchiile egale 
(fig. 144). 

Suprafață piramidală (tig. 145) este supraiaţa 


iig, 14 Fig. 145 


laterală a une: piramide prelungită dincolo de 
viri şi bază. 

5. Trunchi de prismă este corpul mărginit de 
o suprafaţă prismatică şi două secţiuni plane 
numite bazele trunchiului. În fig. 158 avem un 
trunchi de prismă triunghiular iar în fig. 159 un 
trunchi de prismă cu patru feţe laterale (grămada 
de nisip). Pana este trunchiul de prismă din 
(fig. 160). 

6. Trunchi de piramidă este corpul ce se obţine 
făcînd într-o piramidă o secţiune paralelă cu 
baza (fig. 161). 
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$ 5.3. Suprateţe. Corpuri rotunde 


1. Suprafaţa cilindrică este suprafaţa născută 
de o dreaptă generatoare AA” care se deplasează 
paralel cu o direcţie dată şi se sprijină pe o curbă 
directoare C (fig. 146). Porțiunea 
dintr-o suprafață cilindrică limi- 
tată de două secţiuni paralele 
(baze) se numeşte cilindru (fig. 
162); dacă secţiunile sînt per- 
pendiculare pe generatoare, cilin- 
drul se numeşte drept. Distanţa 
între baze se numește înălțime; 
dacă bazele unui cilindru drept 
sînt cercuri, cilindrul este de rotaţie (fig. 463). 
Dreapta 00“ se numește aza cilindrului. Se numeşte 
trunchi de cilindru. de rotație (îig. 164) corpul obţi- 
nut dintr-un cilindru de rotaţie secţionat prin 
două plane (bazele) care nu sînt perpendicu are 


pe axă. 

2. Suprafaţă conică (fig. 147) este 
suprafaţa născută de o dreaptă ge-q 
neratoare AA” care trece printr-un 
punct fix V (virful) şi se sprijină 
pe o curbă directoare C. Viriul co- 
nului împarte suprafaţa în două 
părţi care se numesc pinzele conului. 
Prin con (fig. 165) înţelegem corpul 
mărginit de o suprafaţă conică, viri Fig. 147 
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şi o secţiune plană, baza conutiui; distanţa viîr- 
fului la bază, se numeşte înălțime. Su numeşte 
trunchi de con (fig. 16), corpul obţinut secţionind 
un con printr-un plan paralel cu baze, cuprins 
între viri şi bază. Un trunchi de con are două 
baze; distanţa dintre ele se numeşte înălțime. 
Dacă baza unui con este un cerc şi înălţimea cade 
în centrul cercului (fig. 167), conul se numește de 
rotaţie ; secţionînd un con de rotaţie printr-un plan 
paralel cu baza se obţine un trunchi de con de 
rotație (tig. 168). 

3. Suprataţă de rotaţie (fig. 145) este suprafața 
născută prin rotația unei curbe generatoare C în 
jurul unei axe A. Un punct A de pe generatoare, 
descrie în mişcare un cerc, numit paralel, care se 
află într-un plan perpendicular pe axă şi are cen- 
trul pe axă. Suprafaţa poate fi considerată ca 
născută din mișcarea unui cerc al cărui plan este 


cercul 
generator | 


Fig. 148 Fig. 149 
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perpendicular pe axă, al cărui centru descrie axa 
şi se sprijină pe generatoare. Secţiunea unei supra- 
feţe de rotaţie printr-un semiplan P care trece 
prin axă (şi este mărginit de aceasta) este o curbă 
care se numeşte curbă meridiană. În particular 
cilindrul şi conul de rotaţie sînt suprafeţe născute 
din rotația unei drepte paralele sau concurente 
cu axa. Un cerc care se roteşte în jurul unui dia- 
metru dă naștere unei sfere; dacă axa nu trece 
prin centrul cercului, suprafaţa născută se numeşte 
tor (fig. 149). 

4. Siera este locul geometric al punctelor din 
spaţiu egal depărtate de un punct fix O numit 
centru; distanţa de la un punct M al suprafeţei 
la centru, se numeşte rază (fig. 169). Planul per- 

endicular în M pe OM se numeşte plan tangent 
a suprafaţă. Siera împarte spaţiul în trei regiuni: 
puncte interioare, exterioare și punctele suprafeţei. 
O dreaptă poate îi secantă (cînd are două puncte 
comune cu siera), exterioară (n-are nici un punct 
comun cu sfera), tangentă (are 
două puncte confundate cu 
siera). Tangenta într-un punct 
M (punctul de contact) se află 
în planul tangent în acest 
punct la suprafaţă. Dintr-un 
punct M exterior unei sfere (fig. 
150) se pot duce o infinitate de 
tangente la o sieră care îor- Fig. 150 
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mează un con de rotaţie circumscris sferei. O 
dreaptă care taie o sferă, determină o coardă în 
ea care va fi cea mai mare cînd secanta trece 
prin centru și cînd se numeşte diametru. Un plan 
care taie o sferă, o taie după un cerc al cărui 
centru este piciorul perpendicularei coborită din 
centrul sferei pe planul secant. Acest cerc se nu- 
meşte cerc mare cînd pinul secant trece prin cen- 
trul sferei. E 

Patru puncte în Sei care nu sînt coplanare, 
determină o sferă care este circumscrisă tetraedru- 
lui format de punctele date. 


$ 5.4. Arii şi volume 


Notaţii: V = volumul corpului; A = aria late- 
rală; A, = aria totală; Ap = aria bazei; sS = 
= aria secţiunii drepte; h = înălţimea; a = apo- 
tema feţelor laterale; g = generatoarea. 
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7. 7. 
Corpul Formula 


V= Ah; A = ph; 


j A 


Fig. 159 


.—_ 


ll — Mic memorator de matematică 


T. 17 (continurre), 


Corpul | Formula 


Paralelipiped dreptunghic 
a, b, c muchiile care se 
tilnesc într-un viri) 


| D 
Ac 


V = be; 
A, = 2(ab + bec + ca) 


Pama; A =6a 


a. 17 (continuare). 


Corpul | Formula 


Piramida regulată ( latura 
bazei, n numărul laturilor 4 
bazei, a' apotema bazei) V, = —pa'h; 
6 
S 


4= nl (a + a”) 


Aj = e A 
2 
Fig. 156 
Tetraedru cu latura / 
12 
A =V 32 
163 
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7. 17 continuare), 


Corpul Formula 


Trunchi de prismă triun- 
ghiulară (a, b, c muchiile 
paralele) 


= la+b+ 05 


Trunchi de prismă patrula- 


teră 
p 4 
ELA P = îh(b (2a + 
| (Ne 
0 AY, + a') + b'(2a' + a)] 
pig.1598 €Î 5 
Pana 
1 
V = —bh(2a + a) 
Fig. 160 6 
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T. 17 (continuare), 


Corpul | Formula 


Trunchi de piramidă (B, B' 
ariile bazelor) 


P = HD + B+ 


+ V/B8) 
V = Ash 
Fig. 162 
Cilindrul de rotaţie (R raza 
bazei) 
V = rR?h, 
Aj = 2rRh, 


A, = 27.R (h —- R) 
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T. 17 (continuare). 


Corpul . . | Formula 


Trunchi de cilindru de rotaţie 
(R raza secţiunii drepte) 


V = rR*h 
Ai = 2rRh. 
Fig. 164 
Conul 
Pag a A 
3 


Fig. 165 


Trunchi de con (8, B' 
supraleţele bazelor) 


= MB+ B+ 


Fig. 166 +/ 88) 
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T. 17 (continuare), 


“Corpul | Formula 


Conul de rotaţie (R raza 
bazei) 


V = e R?h, 
3 
A, == re, 
A, = rR(R + ş) 
Fig. 167 


Trunchi de con de rotaţie 
(R, AR“ razele celor două 4 
baze) V = a ae + 


sf FR 4 99), 
A =rg(R+ RR). 
A, = IR(g + Rh) + 

+ R(2+ RR). 


Fig. 168 
Sfera de rază R 
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T. 17 (continuare). 


Corpul | | Formula 


Zoria sferică | 


Vi == CT (3a2 + 


+ 352 + n). 
îs, , A, == 27 Rh, Aj ee 
| = T(2Rh + a: + 62). 


calotă sferică 


V = mila —h), 


Ai = RA B?. 
Ay = n AB? — h2. 


Fig. 171 
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T. 17 (continuare), 


Corpul | Formula 
Sector sferic descris de se] 
torul AOB în rotaţie în 
iorul lui PP; 
V = e) x Rh 
3 


pi CT + 


+ 3(Ri + R2] 


Fig. 173; 
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T. 17 (continuare). 


Corpul Formula 


Pus sferic adică aria PBP'CP 
(BOC = n? sau n”) 


== — = —R3nT 
270 3 
2,0 
7 PR i CR, 
90 
Inel sferic născut din rota- 
ia segmentului circular în 
jurul lui PP” 
i 
V = —xAB?h, 
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7. 17 (continuare). 


i nai Corpul | Formula 
E EI IT ED ee 


Găleata 


V = ah [2 (ab + 
-- a301) + (ab, + a1b)] 


po 2D2-+ Dd+ 


a) 


fig. 177 


$ 5.5. Transtormări geometrice 


1, Simetria poate îi de trei feluri: 

a) Faţă de un punct O (centru! de simetrie), 
simetricul unui punct M este un punct M" astfel 
ca punctele M, O, M' să fie coliniare şi OM = 
= OM" (îig. 178). 
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b) faţă de o axă A (axa de simetrie), simetricul 
unvi punct M” astfel ca MM” să fie perpendiculară 
pe A şi MI = IM" (fig. 179). 


M 
-M PA 
LE a 5M' 


Fig. 178 Fig. 179 Fig. 180 
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c) Faţă de un plan P (planul de simetrie) sime- 
tricul unui punct M este un punct M" astiel ca 
MM" să tie perpendiculară pe P şi MI = IM 
(fig. 180). Oricare ar fi această simetrie, simetricul 
simetricului este punctul iniţial. Pentru acest 
motiv, punctele M, M' se numesc simetrice faţă 
de un punct, o axă sau un plan. Două figuri se 
zic că sînt simetrice faţă de un punct, o axă sau 
un plan, dacă între punctele lor se poate stabili o 
corespondenţă biunivocă astfel ca punctele cores- 
punzătoare să fie simetrice în raport cu un punct, 
o axă sau un plan. De asemenea se zice că un punct 
o axă sau un plan este un element de simetrie al 
unei figuri dacă punctele ei sînt simetrice două 
cite două laţă de un asemenea element. 

Două figuri simetrice faţă de un punct sînt 
direct egale, iar două figuri simetrice faţă de o 
axă sau faţă de un plan, sînt invers egale. 
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2. Translaţia. Considerăm în spaţiu o figură F 
formată din punctele A, B, C, ... (fig. 181). Dacă 
prin diferitele puncte ale figurii F ducem segmente 
paralele, egale şi de acelaşi sens, punctele trans- 
formate A“, B', C', ... formează o figură F” care 


Li 
A. 

m 4/4 

/ 7 
ra 


Fig. 181 Fig. 182 


se spune că se deduce din F printr-o translație de 
vector a = AA” = BB” = CC" =... 

Figurile P, F' sînt direct egale. 

3. Rotaţia. 

a) Dacă A, B, C, ..., punctele unei figuri plane 
F descriu arce egale de mărime « în același sens 
şi cu același centru O din planul figurii F (fig. 182 
pînă în poziţiile A", B8', C'... care lormeaz 
figura F', vom spune că F' se deduce din F prin- 
tr-o rotaţie de centru O și de amplitudine a. Figura 
F se poate deduce din F” printr-o rotaţie de același 
centru și de amplitudine —a. Simetria faţă de 
un punct O este o rotaţie de 180* faţă de 0. Rotaţia 
unui cerc în jurul centrului său, este el însuşi. 
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b) Rotaţia unei figuri în jurul unei axe în spaţiu 
se face după explicaţia dată la $ 5.3.3, oprindu-ne 
după descrierea unghiului «. 

Dau figuri PF, F” rotite într-unul din modurile 
de mai sus sînt direct egale. 

4. Omotetia. Dacă unim punctele A, B,C, ... 
ale unei figuri F (fig. 183) cu un punct O din spa- 
pi şi pe dreptele OA, OB, OC, ... luăm punctele 

o 0 aa astfel ca 


(270) OA 08 Ru ==, 
OA OB OC 


figura PF” formată de aceste puncte se zice că este 
omotetica lui P în raport cu centrul O şi cu raportul 
k de omoltetie. 

Figurile F, F” transformate prin omotetie sînt 
asemenea, 


Construcţia geometrică este dată în $ 4.7.6, 


Fig. 183 Fig. 184 


5. Inversiunea. Dacă procedăm ca la omotetie, 
dar în loc de (270) luăm 


(271) OA - OA” = OB: 08" = OC: OC? ma „.. mi, 
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vom spune că figurile F, F” sînt transformate prin 
inversiune, sau că figura F” este inversa figurii 
F (fig. 184). O se numeşte polul inversiunii iar 
k puterea de inversiune. Construcţia geometrică 
este dată în $ 4.7.15. 

6. Simetria, translaţia și rotația sînt transfor- 
mări care păstrează lungimile. O succesiune de 
asemenea transformări, se zice că definesc o depla- 
sare. 

Simetria, translaţia, rotația, omotetia și inversi- 
unea sînt transformări care păstrează unghiurile. 
O succesiune de asemenea transformări se zice că 
definesc o transformare conformă. 

Mulțimea formată din dreptele și cercurile 

lanului este transformată în ea însăşi printr-o 
ranstormare conformă. 
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6. GEOMETRIA ANALITICĂ PLANĂ 


$ 6.1. Elemente de calcul vectorial 


1. Vectori. Un vector este caracterizat prin 
mărime (sau normă), direcţie şi sens; poate fi re- 
prezentat printr-un segment orientat (fig. 185). 
n această reprezentare vom numi: A originea, 
B eztremitatea, A suportul; AB = |a| reprezintă 
mărimea vectorului, A dă direcţia vectorului iar 
ie de la A la B reprezintă sensul vectorului. 

acă: 

a) A este fix pe A, sezicecă vectorul este localizat. 

b) A oriunde pe A, vectorul este 


alunecător. 

c) A oriunde în spaţiu, vectorul pi 
este liber. În geometria analitică se Di 
folosesc vectorii liberi. Cind lucrăm 
cu vectori, vom numi numerele reale Fie. 185 
scalari. 

Se numeşte vector nul, un vector a cărui lungime 
este nulă ; vectorul nul are direcţia şi sensul nede- 
terminate. 
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Vectorul ma, unde m este un scalar, se zice câ 
este coliniar cu a: are mărimea |ma|, același sens 
cu a dacă m>0 şi sens contrar dacă m<0. În 
particular, —a se numeşte opusul lui a (fig. 186). 


ivi 
$ 4 "0 
55 ui i 
(Y YU 
q Q 
Ati Uz” Y; 

Fig. 186 Fig. 187; 


Doi vectori coliniari au suporturile paralele (sau 
confundate). Un vector u pentru care |u|=1 
se numește persor (sau vector unitar); o direcţie are 
doi versori opuși (fig. 187). 
Dacă u este versorul unui 
vector a, atunci a = au, 
unde a este valoarea alge- 
brică a vectorului a. Doi 
vectori care au aceeaşi mă- 
rime, aceeași direcţie şi 
acelaşi sens se zice că sînt 
echipolenţi. 

Fig. 188 2. Adunarea şi scăderea 
| vectorilor se face după regu- 
la paralelogramului analog ca la numere com- 
plexe ($ 3.4.2 b) (fig. 188). Dacă pe două 
axe Oz, Oy luăm cîte un versori, j, atunci orice 
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vector din plan se va descompune după formula 
(fig. 189) 


Rai 2 
4.3 


(272) a = ai + ayi 


Pig. 189 Fig. 190 


unde a , ay sînt doi scalari, ai şi ayj se numesc 
componentele lui a de-a lungul celor două axe. 
n particular, vectorul ce unește un punct M(z, y) 
cu originea axelor, se numeşte vector de poziţie 
al punctului M şi are ca expresie 


(273) r=zi+yj. 


3. Produs scalar a doi vectori se defineşte prin 
una din formuleie (fig. 190) 


(274) a-b=ab = 'a| |b| cos (a, b) = 
= |al 08'=|b|O4”. 
ză 179 


În particular 

(274) a = Jaf, 

şi în special 

(274”) P=32=—1, ij =cos (Oz, Oy). 


Avem 


a-b=b-a, (ma)b =a (mb) = mi(ab), 


a:-(b+reo)=a.b-rac, a:b=a b +ayby. 


ab =— 0 dacă şi numai dacă a, b sînt 
perpendiculari (în ipoteza că nici unul 
din vectori nu este nul) 


(275) 


În particular, dacă axele sînt perpendiculare, 


i] = 0, cos: (a. b) aa 
aripi” 


ab. + ayby 


d ea IP ȘĂ 


unde bx, by sînt detiniţi printr-o formulă ana- 
logă cu (273). 


(276) 
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4. Produsul vectorial (fig. 191) a doi vectori 
a, b este tot un vector e =a X b care se bucură 
de proprietăţile: 

a) e este perpendicular pe planul definit de 
suporturile vectorilor a, b şi 
asifel ca un om cu picioa- 
rele pe planul (a, b) să aibă 
pe a la dreapta şi pe b la 
stînga ; 

b) le|=lal|blsin (a,b), 
adică |e| reprezintă aria 
paralelogramului construit 


pe |a|, |b| ca laturi. Avem Pia. 191 
proprietăţile: 
axb=—bxa, 
(ma) Xb =ax (mb =m(axhb) 
(277) aX(b-+e)=axb-+axce, 


axXb = 0 dacă şi numai dacă a, b sînt 
coliniari  (presupunind că nici unul 
din vectori nu este nul) 


5. Spaţiu vectorial. Fie L un modul ($ 2.1.4) 
ale cărui elemente a, b, e, ... le numim vectori 
şi un corp K ($ 2.1.6) ale cărui elemente m, n, 
P, ::., le numim scalari. Vom spune că L formează 


181 


un spațiu veciorial dacă pentru oricare mEĂ, 
aL, ma€L, operaţia ma satisfăcînd axiomele 


(278) m(na) = (mn)a, m(a+b)=ma-+ mb, 
(m+ na =ma+ na, l'a=a, 
unde 1 reprezintă elementul unitate din K. 


$ 6.2. Geometria analitică a dreptei 


Fiind dată o dreaptă, o transformăm într-o axă 
luînd pe ea o origine 0, o unitate de măsură OV 


A şi un sens pozitiv dela O 
i _ Spre (îig.192). Dacă notăm 
9 V/ cu z abscisa unui punct pe 
Fig. 192 dreaptă, atunci avem 
Ta A 
Date Formule 
Punctele M,(z,), Ma(z2)-| MM, = |z — ul; 
Punctul M definit pe! MM = ta — 2 
“segmentul MM, prin 
M 
sc Mi k. 
AM, e lia, 
Ja) MD 1+k 
Map Ia 
Fig. 193 


T. 18 (continuare). 


Date | Formula 


Mijlocul segmentului 7(2,) Zpy= — (at 22) 


Biraportul a patru puncte 
Mi(z;) (i=1,2, 3, 4) este | 2R=——— 
expresia 


U — 
M3M, MM, ca i 
MA, - ATA, a eo sa Za74 

= (M,M.M3M,) = R w du zice + Zaza, 

Biraportul se numeşte ar- dak 232) = 
monie atunci cind R=—1. | = (24 + 22) (Za Za) 


$ 6.3. Dreapta în plan 


1. Raportăm planul la două axe Oz, Oy care fac 
între ele un unghi oarecare 0 (fig. 194). După 
poi lui M(z, y), coordo- 
natele vor avea semnele sau 
valorile 


2. Avem formulele 


7.19, 


Date 


Formule 


Drepte așezate particular 
faţă de axele de coor- 
donate 


Ecuațiile parametrice ale 
dreptei cînd cunoaștem; 
Mi Ya, Malza, va), 


MM, __x. 


MM, 


z = a reprezintă o 
dreaptă paralelă cu 
Oy; dacă îi cunoaştem 
un punct M,(z,, Vi); 
ecuaţia ei va îi z=a,; 
y = b reprezintă o 
dreaptă paralelă cu Oz; 
dacă îi cunoaştem un 
punct M,(z2, ya), ecua- 
ţia ei va fi y == ya; 
y= ma (sau az + 
+ by = 0) reprezintă o 
dreaptă care trece prin 
O; dacă trece prin 
punctul Mo(zo, Yo), 
ecuaţia ei vaîiy= 
=> (70/2o)z. 
-—. + ka 
1—+k 


_ Va kt Ryo 
A+ 


T. 19 (continuare). 


Date Formule 
Melo, Yo) mijlocul seg- |. + 2 
mentului MM, Za m = —, 
+ y, 
Vg 20 Ya Va 
Fig. 196 
Ecuațiile parametrice ale g=%+, 


dreptei cind cunoaștem | y =pm+Ăb, AER, 
un punct M.(z, Yi) Și | esteun parametru care 
direcţia dreptei definită | determină poziţia lui 
prin vectorul OP, P(a, b). | M(z, y) pe dreaptă. 


T. 19 (continuare). 


Date | Formule 

Ecuația carteziană a unei Y — Vi = 
drepte cînd îi cunoaștem | __y2 — Yi Ş 
două puncte M,(z, 9), | spe aaa (2 — 2); 
Mata, Ya). 4 : 

C „IE E | 

Zi 1|=0. 

Ta Ya 1 


Bcuaţia dreptei definită RE 7 
prin tăieturi A(a, 0), pe ere 1=0, 
BO, b). ca 


Fig. 198 


Ecuația dreptei definită | y — y, =m(z— 2). 

printr-un punct M,(z,, ya) 

şi coeficientul unghiular 

m = bja; 

Ecuația generală a dreptei | Az + By + C=o0; 
dacă B=£0 se poate 
scrie y = mz + a 
(m = —A4/8). 
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Date 


Ecuația unei drepte pa- 
ralelă cu dreapta D= 
= Az+ By+ 0=0 


Fascicul de drepte definit 
prin dreptele D; = A;z + 
cf Biy + C; =0 (= 1,2) 


Condiţia ca trei puncte 
Milzi, yi) = 1,2, 3, 
să fie coliniare 


Condiţia ca trei drepte 
D; = Asz+ By + Ci=0 
(i = 1, 2, 3) să lie con- 
curen le 


T. 19 (continuare). 


Formule 


D+ 1=0, AER, pa- 
rametru care identifică 
dreapta. 


D, -- AD = 0, AER, 
parametru care identi- 
tică dreapta în fascicul, 


zi ni 
La Ya 1 — 0, 
Ta Y3 
A BC 
As B, C, = 0, 
As 8, Ca 

sau 


AD, + uDa+vD,=0. 


3. O dreaptă, definită prin ecuaţia generală 
împarte planul în trei regiuni după cum Az + 


+ By+ Co. Pentru a determina regiunile este 


suficient să determinăm semnul primei părţi 
pentru un punct particular al planului. 
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4, Două drepte sînt paralele dacă şi numai 
dacă au acelaşi coeficient unghiular, adică m =m', 
iar dacă este scrisă sub forma generală, 4/8 = 
= A /B', 

Două drepte D; = Ajz + Biy + C; = 0 (i = 
= 1, 2) sînt conlundate dacă și numai dacă 
(279) D= AD, sau i PRR că PER 3 . 

Aa Ba Ca 


Observaţie. Toate lormulele precedente sînt 
independente de unghiul 9 al axelor de coordo- 
nate. 

5. a) Dacă într-o problemă se cere să se arate 
că o anumită dreaptă, care depinde de un para- 
metru (şi care ([ormează o familie de drepte) ră- 
mine paraleiă cu o direcţie dată, va trebui să se 
arate că coelicientul unghiular al dreptei nu depin- 
de de acest parametru. 

b) În aceeaşi ordine de idei, dacă se cere să 
se arate că o dreaptă variabilă trece printr-un 
punct lix, va trebui să arătăm că ecuaţia ei este 
de lorma D, + AD, = 0, iar punctul îix se va 
găsi la intersecţia dreptelor D, =0, D.=0. 

6. Toate formulele ce urmează scrise intr-un 
sistem de axe oarecare, depind de 0; de aceea, 
pentru simplitate, vom lua axele perpendiculare, 
adică 0 = 9, 
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Date Formule 


Distanţa întredouă | q4=—//[ze = 2002 (Ze, 
uncte M,(z, vi), V (ca — 2a)2+ (ya — yu) 


2( Za, Ya 


Fig. 199 

i er apa RA, &m= 2 + pcosa, 
rametrică a dreptei | - : 
cînd ni pt Sa a DBA 
punct M,(zu, y,) şi | unde 
unghiul « pe care-l pe MM. 
face cu direcţia 

pozitivă a axei Oz 


Fig. 200 


Date 


T. 20 (continuare). 


Formule 


Coeficientul un- 


ghiular (a definit la 
cazul precedent) 


Ecuația normală a 
dreptei 


YI » 


A 
Fig. 201 


Unghiul ascuţit a 
două drepte avînd 
coeiicienţii unghiu- 
lari m, ma. 


Condiţia ca două 
drepte să fie per- 
pendiculare 


m=tiga 


zcosp+oysing—r=0. 


1 + mama 
[1 + mama] 
V(1+ mi) (+ 4) 
mima + 1=0 (sau m = 
= —1/m,) dacă dreptele sînt 
definite prin coeficienţii un- 
ghiulari; 
AA + BB = 0, dacă 
dreptele sînt definite prin 
ecuaţia A4Az + By+C=0. 


cos V= 


T. 20 (continuare), 


Date Formule 


Distanţa d, a unui | do=|zocosp+yo sine—r| 
punct Mo(zo, Yo) la | dacă dreapta este definită 
o dreaptă prin ecuaţia normală şi 
_ Azo+t Byo+ C 
VA2+ 8: 
dacă dreapta este definită 
prin Az + By+C=0. 
Aria triunghiului CAO PL | 


9 ? 


format de punctele i call 3 
Milz, ya) =, iata da a A 
2, 3) T3 Y3 1 
7. Formulele 
(280) Z = 29 + z'cos0 — y'sin, 
Y = yo z'sin 0 4+ y'cos, 


definesc o transformare de p 
coordonate ale căror noi axe 
O'z'y' se obţin din cele 
vechi prin translaţia origi- 
nii în punctul O“ (2, %0) 
şi o rotaţie de unghi 9 Za 

(fig. 202). Fig. 202 


8. Locuri geometrice, 


a) Dacă locul geometric este definit printr-o 
relaţie metrică, atunci ecuaţia locului se obține 
traducînd această relaţie prin formulele de mai 
sus (şi prin cele ce vor urma), într-o ecuaţie de 
forma f(z, y) = 0, care va îi ecuaţia locului. 

b) Dacă locul este definit prin intersecţia a 
două familii de -curbe, care depind de un para- 
metru, atunci ecuaţia locului se va obţine eli- 
minînd parametrul între ecuaţiile lor. În parti- 
cular, dacă din ecuaţiile celor două familii de 
curbe se poate obţine, prin combinaţii, o nouă 
ecuaţie care să nu depindă de parametru, această 
va fi ecuaţia locului. 

De exemplu, ecuaţiile bisectoarelor a două 
drepte care se intersectează D, = 0, Da = 0, sînt 


Asz+ By _ Aa Buy + Ca 
VA + 8 Var 3 Bi 


$ 6.4. Cercul 


1. În toate formulele ce urmează, azele stnt 
considerate perpendiculare. 
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tă 


Late 


Formule 


Ecuația cercului cu cen- 
trul în punctul Colo, Yo) 
şi de rază FR. 


Fig. 203 


Ecuația cercului cu cen- 
trul în origine şi de ra- 
ză A 


cuaţia unui semicerc cu 
centrul în origine, de 
rază R, situat deasupra 
axei Oz 
Cercul care are segmentul 
MMa, Mi(zi, Yi) (1=1,2) 
ca diametru 
Ecuația generală a unui 
cerc 


— 


(zor (york 


(2 — a)(z — 2) 4 
+ (y—y) (y— Y2)=0. 


d(z?2 + y2) + 2ax + 
+ 2By+-yYv=0; 

z2 + y2+ 2a2 + 2by + 
+c=0 se numeşte ecua- 
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13 — Mic memorator de matematică 


1”, 27 (continuare)e 


Date 


Reprezentarea parametri- 
eă a cercului cu centrul 
în punctul C(zg, yo) şi 
de iază R 


Ecuația cercului  cir- 
Ccumscris triunghiului 
MMM,  Milzi vi) 
(i 1, 2, 83) 


Condiţia ca patru puncte 
Milzi, y:) (1 zare 1,2, 3, &) 
să lie coneiclice 
Puterea punctului Mo(zo, 
Yo) ($ 4. 2. 6) faţă de cer- 
cul avind ecuaţia nor- 
mală 


Axa radicală a două cer- 
curi date prin ecuaţiile 
normale 
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Formule 


ţia normală a cercului. 
Coordonatele centrului 
sint (—a, —b) şi raza 
R= i q2 + b2—c 


4 „+ R cos ge, 
i 3 = Ar R sin e, 
șel0, 27) 

| + Ru 4 


A+ Pal 

DI Vă Za Ya 1 

Zi Yi a ys 1 

Se obţine din ecuatia 

precedentă înlocuind 

D= Ca VU Yu 

PMg=> tat yo tr 2at 
+ 2dy9+e 


= 0. 


2(a, — ap)z + 2(8, — 
— ba)y + (ea —c.)=0 


T. 21 (continu..re), 


Date 


Condiţia ca două cercuri 
definite prin ecuaţiile 
normale să fie ortogonale 
($ 4.2.5 a) 
Tangenta într-un punct 
Mo(2o; Jo) de pe cercul 
zî + y24+2az + 2by + 
EA e = 0. Prin polara unui 
unct faţăde un cerc se 
nțelege locul punctelor 
M' (x, y') astlel ca (M, 
y 1 A = 1 
Cind M, este exterior 
cercului,  polara este 
dreapta ce uneşte punc- 
tele de tangenţă ale 
tangentelor duse din My 
la cerc. 


Q| : 
Fig. 204 


Formule 


2(Gaa + baba) = 6a + Ca. 


+ b(y+yo)+e=e0 
cu condiţia 


zi + daca + 
+ 20yo+em=0. 


Dacă această condiţie 
nu are loc, ecuaţia re- 
prezintă polara lui Me 
faţă de cere 
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T. ZI r'onttnuare) 


Date Yormule 


Ecuația tangentelor para- | y — yo = mi(z — 20) k 
lele cu direcţia de coefi- + RV/13+ mi 
cient unghiular m la cer- 

cul cu centrul în punctul 

C(zo, Yo) şi de rază h. 


Fig. 295 
Ecuațiile tangentelor duse Y — Yo 
din Mo(2o, Yo) la cercul ap Re: 
(fiz. 204) a Pee a a 
_2Zoo E RV ai+yâ- R 
RI — 22 


dC ——. ___— 


2. Pentru a găsi punctele comune unei drepte 
cu un cerc, se rezolvă sistemul format de ecuaţiile 
dreptei şi cercului. 

Pentru a găsi punctele comune a două cercuri, 
se rezolvă sistemul format de ecuaţia unuia din 
cercuri şi ecuaţia axei lor radicale, 
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$ 6.5. Conice 


În toate formulele ce urmează, axele sînt consi- 
derate perpendiculare. 

1. Elipsa (fig. 206). Fiind date două puncte 
fixe Fie, 0), FP'(—c, 0), numite focare, locul punc- 
telor din plan pentru care 
(281) MFP + MF” = 2a 


este o curbă numită elipsă a cărei ecuație canonică 
raportată la axele din figură este 


2 
(Oi E op Arma 0. (UR 2). 
a: -b 


Fig. 206 Fig. 207 


PF" = 9c = distanţa focală, AA” = 2a = aza ma- 
re, B8' = 2b = aza mică; Al(a, 0), A'(—a, 0), 
B(0, d), B'(0, —b) virfurile, O centrul curbei, 
MP, MF” raze vectoare. Dacă a<b, focarele curbei 
sînt pe Oy şi curba are forma din (fig. 207) iar 
q2 = b2 — c?, Dacă a =b, elipsa este un cerc. 
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Construcţia elipsei. 

a) Se consideră o aţă de lungime 2a+2e le- 
gată la capete (fig. 208); se fixează în P şi F' 
două ace, se trece aţa după ele şi se întinde cu 
creionul în M care descrie elipsa (construcția 
grădinarului) . 


Fig. 208 Fig. 209 


b) Pe segmentele AA” = 2a, BB” = 2b (fig. 209) 
ca diametre se construiesc cercuri; prin O se duce 
o secantă variabilă care le taie în P şi Q. Paralela 
prin P la Oy, cu paralela prin Q la Oz, se întil- 
nesc în M, ca în cazul în care secanta se roteşte 
în jurul lui O, descrie elipsa de axe AA, BB. 
Dacă în P ducem tangenta la primul cerc care 
taie pe AA“ în 7, dreapta M7 este tangentă în 
M la elipsă, 
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2. Hiperbola (fig. 210). Vom folosi aceleași 
numiri și notații ca la elipsă. Hiperbola este defi- 
nită prin relaţia 


(282) |MF' — MF| = 2a 


şi este o curbă a y 
cărei ecuaţie cano- : 
nică, raportată la 


axele de pe figură, e a 27 
este 
(282) Fo) Ă 
09 a Pa Bal 
era ăi zi fa 
(B2 = 02 — a?) Fig. 240 


și are două virfuri Ala, 0), A'(—a, 0). Dacă a =, 
hiperbola se numeşte eckilateră şi are ecuaţia 


(282*) pă — p=02, 
Hiperbola are două asimptote ($ 7.6.13) cu ecuaţiile 
2 2 
(283) A e A 0 sau E erat al 0, E aa Aia 0. 
RI a b a b 
Curba de ecuaţie 


2 2 
a 
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reprezintă tot o hiperbolă care se numește hiper- 
bola conjugată (252); are vîrfurile B(0, 2), B'(0, 
— d) iar focarele F,(0, c), P'(0, —c); este arătată 
pe figură punctat. 

Construcţia hiperbolei (fig. 211). Pe prelungirea 
lui AA” se ia un punct M, şi cu deschiderile de 
compas A'M, AM, din F şi F” ca centre ce des- 
criu arce care se taie în M, M'“, M*, M”' puncte 
ale hiperbolei cu axa mare AA“ şi focare F, F'. 

Elipsa și hiperbola au axele de coordonate ca 
axe de simetrie. 


Fig. U2 


8. Parabola (fiz. 212). Fiind dat un punct fix 
PF numit focar şi o dreaptă fixă D numită direc- 
toare, locu! punctelor egal depărtate de focar şi 
de directoare este o curb: numită parabolă a cărei 
ecuaţie canonică este 


y* = 2pr, (284) 
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axa Oz fiind perpendiculara coborită din P pe 
D iar Oy paralela la D dusă prin mijlocul seg- 
mentului FQ; faţă de aceste axe F(=>, ȘI iar 


directoarea are ecuaţia (284) z + 2 p = 0. Para- 


bola are o singură ază, care este axă de simetrie 
pentru curbă şi nu are centru; O se numeşte viriul 
parabolei şi Oy este tangenta în O la curbă. 

Construcţia parabolei. Prin F se duce o dreaptă 
arbitrară A care taie pe D în P iar pe 0y în R; 
perpendiculara în P pe D cu perpendiculara în 
R pe A se taie în M, care este un punct al para- 
bolei cu tangenta MR. : | 


4. Proprietăţile conicelor. 


a) Cele trei curbe descrise mai sus se numesc 
conice sau curbe de gr. 2; alară de ele, o curbă de 
gr. 2 mai poate îi for- 
mată de ansamblul a 
două drepte a căror 
ecuaţie este de forma 


(Az + By + C) (A'z+ 
+ 8y+4+C')=0. 
b) Dacă într-un plan 

P (fig. 213) conside- 

răm un cerccu centrul 

în O şi de rază a, pe Fig. 213 
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care-l proiectăm pe un plan Q care face cu primul 
plan un unghi 0 definit prin relaţia cos 0 == b/a, 
se obţine o elipsă de axe 2a. 20 construite pe 
figură. 

c) O dreaptă taie o conică în două puncte reale, 
imaginare sau conlundate, după cum este secantă, 
exterioară sau tangentă; coordonatele lor se obţin 
rezolvind sistemul format cu ecuaţiile celor două 
curbe. 

d) Proprietatea optică a  conicelor. 'Tangenta 
într-un punct M | unei elipse este bisectoarea 
exterioară a razelor vectoare (fig. 206); în cazul 
hiperbolei este bisectoarea interioară (fig. 210) iar 
în cazul parabo- 
lei este bisectoarea 


e) Se numeşte 
cerc principal, cer- 
cul de diametru 
AA” pentru elipsă 
şi hiperbolă. 

î) Directoarele e- 
lipsei (fig. 214) se 
obţin prin urmă- 
toarea construcţie: 
în P se ridică perpendiculara FT pe AA”, în 7 se 
duce tangenta la cercul principal care taie pe AA” 
în N(a2/c, 0). Directoarea A este perpendiculara 
în N pe AA“; o a doua directoare A” este sime- 
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trica acesteia faţă de centrul curbei și se referă 
la focarul F'. Pentru hiperbolă, din F se due 
tangente la cercul principal (fig. 215) şi dreapta 
care uneşte punctele de con- 
tact, paralelă cu Oy, este una 
din directoarele hiperbolei, 
avînd aceeași ecuaţie ca la 
elipsă ; simetrica ei față de O 
este de asemenea directoare 
provenită din focarul F'. 
g) Ezcentricitate., Dacă M 
este un punct al unei elipse 
sau al unei hiperbole şi dacă 
coborîim o perpendiculară 
MP pe una din directoare, 
vom avea 
(285) i pata ERIE e, 
MP a 


PF fiind focarul cu care s-a construit directoarea 
corespunzătoare. Constanta e se numeşte ezcen- 
tricitatea curbei, dacă curba este elipsă e<f, 
iar dacă este hiperbolă e>1 (evident e = 1 dacă 
curba este parabolă). 


h) Dacă Mo(z9, yo) este un punct al uneiconi- 
ce, atunci ecuaţia tangentei în acest punct este 


2 
(286) 2 a Ab; |S&-reti 4-0, zi) 
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(286)  vyoy =pl(z+ 20) (93 = 2pxo). 


i) Ecuațiile tangentelor paralele cu o direcţie 
dată sint 


(287) y=ma+ Vom + eb(e=1 pentru 
elipsă şi s = — 1 pentru hiperbolă). 
(287) J = mz-+ „E (parabolă). 
2m 
j) Tangeniele duse dinir-un punct exterior 
Mol(zo; Yo) sint 
Y — Yo _ — %oYo k | sb2a2 + a2y2 — eatli 


Sani Z — 49 qi — zi 
(e = 1 pentru elipsă, e= —1 pentru 
hiperbolă). 


(288 Vs = o EV = îpz 


Sa Zi (parabo:ă). 


k) Avem reprezentările parametrice 


(289) ee pat t; y= bsint (0 Şt < 2%) 
elipsă). 
1 — u? 26 
(289) z=a i y= e ue R) 
i 
(elipsă) 
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(290) e sy=bigt(0 ci < 2rj) 
cos t 
(hiperbo!ă). 
a h 
(290) = ai: = ue) 
(hiperbolă). 
? 
(291) = ec, y = (parabolă). 
2p 
]) Ecuația 
(292) zy = mă 


Fig. 246 


reprezintă o hiperbolă echilateră raportată la 
asimptotele sale luate ca axe de coordonate (fig. 
216). Axele sînt bisectoarele axelor de coordonat 


şi are semiaxele egale cu m |/ 2 iar distanţa foca- 
lă 2m. Hiperbola echilateră conjugată este arăta- ! 
tă punctat pe figură şi are ecuaţia 

(292) zy = —nă. 


Dacă M,(zo, y) se află pe una din curbele (292), 
(292), atunci ecuația tangentei în acest punct 
este 


(293) yoz+ zoy = 2em2 (ao, msi, c=tt). 


| E se sar 


5, ANALIZĂ MATEMATICĂ 


7,1%. Funcţii. Şiruri 


1. Fiind date două mulţimi X şi Y, se zice că 
am definit o funcție (aplicaţie, operație) pe X în 
Y, dacă unui element EX facem să-i corespundă 
un element ySY. Vom nota y = f(z) (sau f:4—Y, 


Di 


„au X—>Y); z se numește variabilă sau argument, 
loarea funeţiei, X mulțumea de definiție, Y mul- 
valorilor funcţiei. Se spune despre o funcţie 
„1 „te: a) surjectivă dacă f(Ăă) = Y (această nota- 
spune că mulţimea tuturor valorilor f(z) cînd 
„4 se confundă cu Y). 
b) injectivă dacă relația f(x.) = flza) implică 
- Zo(Vzu 24). 
Jectivă sau biunivocă dacă în acelaşi timp 
-urjectivă şi injectivă. 
!-finiţia noţiunii de funcţie presupune că la 
i valoare z€Eă, corespunde o singură valoare 


———— ——— 


+) În $ 7.1—7.6 se consideră numai siruri de numere si 
funcţii cu valori reale, 
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pentru f(z); acest fapt se mai exprimă spunînd 
că funcţia este uniformă.*) 

Dacă ACR şi YCR, atunci vom spune că f(z) 
este funcție reală de variabilă reală. Mulțimea 
[z, flz)l&R x R se numește graficul funcţiei şi 
se obișnuieşte să se reprezinte printr-un arc de 
curbă, atunci cînd este posibil (fig. 217). 

2, Se numeşte șir infi- 
nit, o funcţie a(n) =a, 
definită pe şirul nume- 
relor naturale ne N. Vom 
scrie dezvoltat un şir sub 
forma 


(294) Ay as ss A ps. 


Y 
Fig. 217 şi vom numi a, termenul 
general al şirului. 


8. Dacă X, este o submulțime a lui X (A,CĂ), 


funcţia f,(z) = f., definită pe X, şi egală cu f 
pe această submulțime, se numeşte restricția lui 
f la X,; invers, f se numeşte prelungirea lui f, pe 
X. De exemplu funcţia f, = sin z definită pe 
cercul trigonometric este restricţia funcţiei f = 
= sin z pentru orice «RR. Analog pentru cele- 
lalte funcţii trigonometrice. 

Mulțimea valorilor unei variabile reale se nu- 
meşte interval; intervalul a<z<b sau (e, b), 

* Se foloseşte uneori şi noţiunea de funcţie inultiformă 


pentru a exprima că o tuncție are mai multe valori pentru 
orice xEă, 
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„ 
â, 
A 


se zice că este deschis, iar as<z<Qb, sau [a, d] se 
zice că este închis. Un interval poate fi închis 
numai la stînga [a, b) sau numai la dreapta (a, 2]. 
Mulțimea z>a reprezintă intervalul (a, + co) iar 
z<a reprezintă intervalul (—o, a). 

Vom numi vecinătatea unui număr a, orice 
interval care-l conţine pe a, de exemplu toate 
valorile lui z care satisfac inegalitatea |z — a| <3, 
adică intervalul (a — 5, a + 58) (interval simetric). 

4. Vom spune despre o funcţie f(x) că este 
strict monotonă în (a, b) dacă atunci cînd z crește, 
f(z) crește (strict crescătoare (v. fig. 217) ) sau des- 
creşte (strict descrescătoare, fig. 218) adică 


Fig. 218 Fig. 219 


(295)  ac<a<z<b, flz)<flz,) sau flza)>flza) 
oricare ar fi z, şi za. Dacă 


(296)  a<z<z><b, flz)s<f(z) funcţia este cres- 
cătoare (fig. 219). 


fizu)Zf(a2) tuncţia este descrescătoare (fig. 220). 


De exemplu un şir a, este strict crescător cînd 
Apa + Şi strict descrescător cind an>anu; este 
crescător Cînd an SS ap+a Şi descrescător Cînd ap Z dn+a+ 
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5, Se zice că o funcţie este mărginită într-un 
interval (a, b) cînd există două numere m, M astfel 
ca oricare ar fi a <z< b, să avem 

i ile) << M, 
Se zice că un şir a, este mărginit cînd putem de- 
termina două numere m, M astfel ca, oricare ar 
a E N 

Di E On e Ma 
În caz contrar funcţia sau şirul se numesc nemăr- 
ginite. PR 

6. Fie y = f(x) o funcţie bijectivă cînd ză, 
„E Y. Se numeşte inversa funcţiei f şi se notează 
cu f-! funcţia care satisface relaţiile 
(297) ff(z)] =, ff] =z. 

Orice funcţie bijectivă are o inversă. Graficul 
unei funcţii inverse este simetric faţă de prima 
bisectoare (fig. 221). 

7. Fie f o funcţie definită pe 
o mulţime X cu valori în mul- 
țimea Y și o altă funcţieg de- 
finită pe Y cu valori într-o 
mulțime Z. Atunci funcţia 


Fig. 221 (298)  z = gif(z)] = (gof)(z) 


definită pe X cu valori în Z o vom numi funcţie 
compusă. În cazul (297), funcţia f-lof = fof-L este 
funcţia identitate, 
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7.9. Funcţii elementare 


Ă mulţi- 
mea de 
definiţie 


R 


Funcţia 


Rt dacă n 
este cu 


za ca soţ 
(2) = Va (2sn E (N)|R aacăn 


este fără 
s0ţ 


(2) = P(z), P polinom R 


Y  mulţi- 

mea valo- | 

rilor îun- 
iei 


1": 0- 
prietăţi 


R+* dacă | 
n este cu 
soţ 
R dacă n 
este lără 
soţ 


$ 1.4 


Funcția 


Fig. 923 


f(2) = » P şi Q po- 


linoame ; f(2) se numește 
racție rațională 


(Q nu divide pe P) 


P(z) 


——— 


y = sin z (fig. 10) 
y = cos z (fig. 11) 


y= tg z (fig, 12) 
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d sr pă 


T. 32 (continuare). 
Y muiţi- | 


me mea valo-|  Pro- 
pi cae Ie fun- |prietaţi 
R Tizig (24 
39 mio 
Zi fiin 
rădăcini- Fu: ÎN e 
le reale ! 
ale ecua- | 
ției | 
Q(z) = 0 
R [—1, +1]| $ 8.1.2 
(e 
= :) = R $ 3.1.2 
2 
kEN 


P, 25 (continuare): 


X mulţi- Y mulți- 
Funcţia mea de mea valo- Pro- 
detiniţie rilo fun- |prietăţi 
ss E ERE NOE n ACM PRO e e E IPN 9 aaa ti ORE a 1-A IN "ASE 
za R— kr) 
y = cotg z (fig. 13) LEN R $:8.1.2 


2 
y = arcsin z (fig. 14)[[—1,+1] 4 € 3.1.3 


_— 


2 
y = arceos z (fig. 17)1[[—1,+1]| [x, 0] |$3.1.3 


y = arccotg z R [7, 0] |$3.1.3 
y == a* (0<a< 41); în R Rt —4(0)| ftun- 
particular y = (1/e)* = cţia 
e e”* ($2.5); are tablo- este 
ul de variaţie strici 
z|—co 0 41 +oo dez- 
a“l+oo vs 1yva yu 0 Cres- 
că- 
toare 
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Funcţia 


y = a! (a>1); în parti- 
cular y= e? ($2.5); are 
tabloul de variaţie 

2 |—90 0 4 „oo 
a|. 0 A 1Aa A +oo 


Fig. 225 
y = logaz (0<a<1) 


($ 2.5) are tabloul de 
variație 


fi Feet 1 + oo 


g |toosiu0x —co 
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ă mulţi- 
mea de 
definiţie 


R 


R* — 40) 


T, 22 (continuare; 


Y mulţi- 

mea valo- 

rilor lunc- 
ției 


Pro- 
prieLăţi 


Rt — 40)| Func- 


pei 


ţia 
este 
strict 
“ Cres= 
că- 
toare 


Func- 
ţia 
este 
strict 
des- 
Cres- 
Că- 
toare 


Y. 22 (continuare). 


X mulţi- 2 mulţi 
mea valo- Pro- 
naja irită rilor fun- |prietăţi 
cţiei 
Fig. 226 
y == logaz (a > 1); în| Rt — (0) R Fun- 
articular y = ln z cţia 
$ 2.9); are tabloul de este 
variaţi strict 
z| 0 1 a —+oo cres- 
pe 37 Rea că- 
logazi—oco70a4171-+oo ga 
Fig. 927 


1. Propzietăţile logaritmilor. 


a) Logariimii în baza 10 se numesc vulgari sau 
zecimali şi se notează cu lg; logaritmii în baza e 
se numesc naturali şi se notează cu In. În general, 
logaritmii în baza a se notează cu loga. Trecerea 
de la baza a la baza b se face prin formula 


(299) log» N = loga * logva, 
logpa se numește modulul transformării. În parti- 


cular, lg e = 0,43429..., In 10 = 2,30259... Avem 
în general logab + logia = 1. 


b) Avem 
„lg 100="n; 
elnA cin pr: In 1=0:; lne=1(1: 
(300) Pac ASA si A vag ÎN e pe 
log, AB = loga A + logaB; 
(301) 


loga € = lOgqA — lOgaB; 
loga A? = n loga]; 
10ga APE = loga. 
n 


| | (4>0,8>0) 
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2. Calculul cu logaritmi. În baza proprietă- 
ţilor precedente, prin logaritmi, calculul produ- 
selor, cîturilor şi puterilor se reduc la sume, diie- 
renţe şi înmulţiri (împărțiri). Se pune deci pro- 
blema directă: găsirea logaritmului unui număr, 
şi apoi invers: găsirea numărului cînd îi cunoaş- 
tem logaritmul. Vom presupune că lucrăm cu 
tabele de logaritmi zecimali cu cinci zecimale 
(procedeul este: acelaşi oricîte zecimale am avea). 

a) Logaritmul unui număr are o parte întreagă 
numită caracteristică şi una zecimală numită 
mantisă. 


b) Calculul caracteristicii (c.). Dacă numărul 
are parte întreagă, c. pozitivă și este cu o unitate 
mai mică decit numărul cifrelor părţii întregi 
(de ex., 75, 345 are c. 1 iar 8,645 arec.0). 

Dacă numărul nu are parte întreagă, c. este 
negativă (semnul se pune deasupra) şi are atitea 
unităţi care reprezintă a. cita cifră semnificativă 
este după 0 (de ex., 0,85 arec. 1 iar 0,0085 arec. 3) 


c) Calculul mantisei (m.). În acest calcul se 
suprimă virgula numărului şi se pot adăuga la 
urmă cite zerouri vrem. 

Cazul întîi. Numărul are cel mult 4 cifre; m. 
se găseşte în tabele, primele două citre găsindu-se 
în coloana 0. (de ex., pentru 857 căutăm la N =857 
pe coloana 0 şi găsim m. 93298, sau m. lui 6762 
se caută pe coloana W la 676 şi se continuă pe 
linie pină la coloana 2, care ne dă m. 83008. 
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Cazul al doilea. Numărul are mai mult de patru 
cifre; se procedează prin interpolare folosind două 
numere cu patru cifre W,, N, între care este cu- 
prins JW, după regula 


(302) 


unde M,, M, şi M sînt mantisele lui W,, N, şi 
N (de ex., N = 43,5768 se suprimă virgula și 
luăm AN, = 4357, N, = 4358; sim în tabele 
M, = 63919, M, =— 63929; deci M = 63919 + 


zh a 10 =— 63919 + 6,8 = 63926 şi lg N = 


== 1,63926). 

d) Găsirea numărului cînd cunoaștem logaritmul. 
Dacă m. se găseşte în tabele, cifrele din coloana 
N la care se adaugă cifra coloanei în care am 
găsit m. dă numărul a cărui valoare se determină 
în funcţie de caracteristică invers decit am spus 
mai sus ia A. (de ex., lg N = 1,66115, rezultă 
N = 45,83; lg N = 2,93176, rezultă N = 0,08556) 
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m. nu se găseşte în tabele. Se folosește (302) scrisă 
sub forma 


(302") 


cu aceleaşi notații ca mai sus situînd pe M dat 
între două mantise M,, M, corespunzătoare la 
numerele W,, N, (de ex., lg N = 0,34952, N, = 

= 9236, Na == 2237; M, = 34947, Me = 34967, 


deci N = 2236 + î = 223625; nu se pune 


virgulă şi în final N = 2,23625). 

d) Calcule cu logaritmi. Suma se face ca la 
numerele obişnuite adunind mantisele (care sînt 
întotdeauna pozitive) şi ceea ce prisoseşte se adună 
la caracteristice cu semnul +, care şi ele la rîn- 
dul lor, se adună ca numerele algebrice. (de ex,, 
3,85342 + 1,73602 = 1,58944). 

Diferenţa se tace transtormind logaritmul de 
scăzut în cologariim; cologaritmul unui număr se 
obține adăugind la caracteristică +1 şi schim- 
bîndu-i semnul, iar la mantisă scădem toate 
citrele din 9 iar ultima semnificativă din 10 
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(de ex., 1,23567 — 3,34570 = 1,23567 + 1,65430 - 
= 0,88997). 

Înmulțirea cu un numar natural se face în mod 
obişnuit (de ex., & X 1,65023 = 2,60092). 

Împărțirea cu un număr natural se face în mod 
obişnuit dacă caracteristica este pozitivă; dacă 
însă este negativă, se completează cu atitea 
unităţi pînă împărţirea se face exact şi uni- 
tăţile adăugate se așază în faţa  mantisei 


[ac ex., 3 Î,23576 că si a 2 2,2356 SS 1,74525) 


$ 7.3. Noţiunea de limită 


1. Şiruri convergente. Se zice că un şir a4 
este convergent şi are ca limită un număr finit 
a, dacă şi numai dacă unui număr e>0 arbi- 
irar, putem face să-i corespundă un rang N 
astiel ca pentru toate valorile lui n>N să 
avem 


(303) [an — a|<s. 


Aceasta este totuna cu a spune că în afara 
oricărei vecinătăţi a lui a se găsesc numai un 
număr finit de termeni ai șirului. Vom scrie. 
lim aa =, 

N— 90 


Orice şir monvton mărginit este convergent. 
Şirul 


(În 
(303) dn = : + 1) 
este strict crescător și mărginit superior; li- 
mita lui se notează cu e = 2,7182... (număr 
transcendent $ 1.1.8 b). 

2, Se zice că un şir a, tinde către +oo, 
dacă şi numai dacă unui număr M arbitrar, 
putem face să-i corespundă un rang N astfel 
ca pentru toate valorile lui n> N să av2m 


(304) ap> M. 


Aceasta este totuna cu a spune că în afara 
oricărei vecinătăţi a lui + co se află un număr 
finit de termeni ai şirului. Vom scrie lim a, = 


n—c0 
=-+ o. 


Detiniţie analogă pentru şiruri care au ca limită 
pe —oo. Orice şir crescător nemărginit are limita 
+ oo, iar orice şir descrescător nemărginit are 
limita — x. 

Orice şir care nu este convergent se numeşte 
divergent. Un şir poate îi divergent avind ca Li- 
mită pe 4+oo sau ne avînd o limită unică, ca în 
cazul convergenţei. 

3. Dacă oricare ar fi şirul z„(2„ EX) care are 
ca limită pe a (z, fa), şirul valorilor funcţiei 
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fn «= fl!) are aceeași limită 1, vom spune că f(z) 

are ca limită pe ! şi vom scrie lim f(z) =. in 
x—a 

această definiţie a sau ] pot îi +a. 


Avem următoarele teoreme: 
a) Dacă |f(z)isg(z) şi dacă lime(z) = 0, 
atunci lim f(z) = 0. tă 
x—a 
b) Dacă f(z) > g(z) şi dacă lim g(z)=-+oxo, 
atunci. lim. fiz) == «oa. i 
X—a 
c) Dacă f(z) Sg(z) şi dacă lim g(z) = —oce, 
Xa 


atunci lim f(z) = —oo. 
x—a 


4. Dacă oricare ar fi şirul z„(zn ZX) astfel 
ca za, are ca limită pe a(z„ fa), şirul 
valorilor funcţiei f, = f(z) are aceeaşi li- 
mită Îș, vom spune că f(z) are la stinga ca 
limită pe 1. Vom obișnui să notăm această 
limită cu 1s = f(a — 0) și vom scrie lim f(z) = 

X—a 


ri 
= lş = f(a — 0). Analog se defineşte limita 
la dreapta: lim f(x) = la = f(a + 0). Cele 
si ca 
două limite se numesc limite laterale, 
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5. Operații cu limite (valabile și pentru şiruri): 
(305) | lim [f(2) + g(2)] = lim fl) + lim (2). | 
(306) | lim (7 f(2)] = m limf(z) (m = const). 
(307) | lim [f(z) * e(2)] = lim fl) * lim g(e). 

x—a Xx—a X-a 


An f(z) 
(308) | lim Aid e sp ara e g(z) £0]. 
g(2) im ut ) x—a 
(309) | lim [f(z)]e(a) = (lim flat sine 
[f(z) > 0] 


În aceste formule presupunem că toate limitele 
există şi că expresiile din dreapta au sens. Fo'mu- 
lele (309) şi (307) se pot generaliza în cazul în care 
avem un număr îinit de funcţii. 


6. Limite importante. 


(310) | lime = c(e = const) 
X—a 
(311) lim (Aga + Ano A ... + A nat + 
X—2 00 
+ An) = (4oe?)oo (e = 4 1). 
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lira Agzh+ Aznl FF Anat An _ 
a eco Byzm+ D214 + Bmauzt+ Bm 
0 cînd n <m, 
ru Alo cînd n=m, (e=+4+ 1) 


0 
(4o/Bo)eu * cînd n > mm. 


„ Sin mz a 8 mz 
lim = m: lim = m, 
a 


(812) 


(313) X—0 E +0 
(344) | lim A 2 0 (GER), 
X—co pă 
X 
X 00 ZăĂ 


e sacra 
lim — 333 -L co(kEN). 


(316) 
x—0 z2h 


317 fiu 

(317) ua ia c(kEAN). 
x<0 4 

(318) lim rm = + o(418&N). 
x— 


(819) | ji (4 + ae = elimaț 


B—co - 
(320) lim |an| = |lim anj. 
N— 00 100 
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$ 7.4. Funcţii continue 


1. Fie f(z) o funcţie definită pe X cu valori 
în Y şi 20 SĂ, un şir oarecare avînd ca limită 
pe 2. Dacă şirul fa = f!zn) e Y are ca limită 

e f(zo)< Y, atunci se zice că f(z) este continuă 
N 9. Adică 


lim f(za) = f(lim za). 


Această definiţie mai poate fi enunțată: se 
zice că o funcţie f(z) este continuă pentru 
valoarea z = 2, dacă unui <>0 arbitrar, 
putem face să-i corespundă un număr 8>0, 
astfel ca pentru toate valorile lui z care satisfac 
inegalitatea |z — z9|<5, să avem 


If(z) — fizo)l<e. 


Se zice că o funcţie este continuă pe X cînd 
este continuă pentru toale valorile lui ză. 
Graficul unei funcţii continue este construit 
dintr-o trăsătură continuă în intervalul de 
definiţie. 

Punctele în care o funcţie nu este continuă, 
se numesc puncte de discontinuitate. 


2. Proprietăţile funcţiilor continue, 
a) Dacă f şi g sînt funcţii continue pe mul- 
țimea X, atunci funcţiile f+ ag, mf(m = 


= const), fe, f/g sînt continue pe AX (presu- 
punind în ultima g-£0 pe 4). 
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b) O funcţie compusă definită cu ajutorul 
a două funcţii continue pe X este de asemenea 
continuă pe 4. 

c) Funcţia inversă a unei funcţii bijective 
continue, este continuă pe Y. 


3. Continuitatea iuncţiilor elementare. 


e 0, 
Mulţi d Mulțimea d 
Punoția piei) uitate. Rapa se: ţ iri i ă uta 
P(z),  poli-lzeR |cos z zER 
nom 
PZ) tracţie|” E Eg cu tgz  |rER- |lax+ 
fiind rădăci- MA 
. aţională nile reale ale 4 , KEN 
ec. Q(z) = 0 


cotg z -E R-—(hz ), 
EN 


2"(mER)  |m>0 zeRlarcesin z zE[—1, +1] 


m<O arccos z IzE|—1, +1] 
zER — 10) 
a*(a>0) zER arctg z 'zeR 


iii z(a > 0,lzeRt— 10) |arccotg zzeR 
sii 


| 
| 


sin z zER 
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$ 7.5. Funeţii derivabile 


1. Se consideră o funcţie f: X — Y detinită pe 
intervalul” X şi fie 2, EĂ. Calculăm creșterile 
Az = 7 — 20, y= f(z) — f(zo) pentru z vecin 
cu z&. Dacă 


f(z) — fila) _ 
(324) Ax—0 Az mp E — o 
f (20 “f Az) > f(zo) sc (20) 


Ax—0 Az 


lim AY = lim 
= lim 


ezistă şi este finită se zice că funcţia f(z) este dert- 
vabilă în z, şi are ca derivată pe f'(2). Vom spune 
că f(z) este derivabilă pe X, dacă este derivabilă 
în toate punctele X. Funcţia derivată se notează 
cu y' = f'(z) = dy/dz. O funcţie derivabilă pe X 
este în acelaşi timp continuă pe Ă. 

2. Dacă raportul (321) nu are limită într-un 
punct 2, dar are o limită la stînga şi una la dreapta, 
vom spune că aceste limite sînt respectiv derivata 
la stinga f'(zy — 0) şi derivata la dreapta f'(z, + 0) 
ale funcției f(z) în zy. 
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8, Derivatele funcţiilor elementare, 


d. 24. 
f(7) | f'(z) | f(z) | f'(z) 
a 
= const 0 log 1 
rezete (020 241) — lOgae 
zn(mER) mam) za 
| sin az la Cos az 
i (mER) — poze COS az — a sin az 
te az = 
4 Cos? az 
apei 
/ 2(2SnEN) n ani colg. aa. |—3: = 
sin? az 
1 arcsin z Pie 
Va 2/2 907] ce z 


Ar0605 a |=— = 
de, Vi — z2 
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Funcţiile elementare sînt. derivabile pe inter= 
valele de continuitate (IT. 23). 


„4. Derivatele funeţiilor compuse. În ipoteza că 
funcţiile care vor intra în calcule sînt derivabile 
pe aceeaşi mulţime, avem regulile: 


(322) | y = flujundeu = (2); y' = fulu)gata) = 
= fu Uze 
(322) |.y = flu) unde u = (v) iar v == h(2); 
| y” = fulu)e, (v)ha(2)- 
(323) | y = cfiz) (e = const), y/=cf' (2) 
(324) |y= Arii + glz), 
= f(2) + e"). 
.- (825) | y = flajeta): y = fle)e(z) + fiz)e (0). 
26) | — T2) ea flziela) 2") fie), 
z(2) g*(2) 
(327) | y = [f(z)]”, y” = mlf(z) Pr f(2). 
(328) | y = (flz)]l?) = utfiz) >0 pe XJ, 
== vu u' d-utv'ln u; 
(329) | y = fz), y' = 1/f(2). 


Regulile (324) şi (325) se poi extinde la cazul 
unui număr finit de, termeni, respectiv factori. 


Regula (326), mai ales în cazul a mai multor 
factori, se poate scrie sub forma 


a ful2) fel) --- falz)Y _ falz) „ falz) 
(346 pf fala Fa) Al fe) et 
fn() 


În(2) 


și se numește derivata logaritmică a produsului. 


5. Funcţia f'(z) la rîndul ei poate avea o deri- 
vată care se va numi derivata a doua a funcţiei 
f(z) şi o vom nota cu: y” = f“(z) = d?y/da?. 
Din aproape în aproape se poate vorbi de derivata 
de ord. n a unei funcţii şi o vom nota cu 


(330) ym = fn(z) = LU, 
dan 


Dacă o funcţie aamite o derivată de ord. n pe ă, 
atunci funcţia împreună cu toate derivatele pînă 
la ord. (n — 1) sînt funcţii continue. 


6. În (T. 25) avem exemple de funcţii ale căror 
derivate de ord. n pot fi exprimate prin formule 
simple. 
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f(x) p(n) 


Pf(2) +-ag(2) | pf) (2) + ggim(z) (p, q const) 

zn(im E R) |m(m — 1) ... (m — n + l)azmn; 
dacă mEN şi m<n, fln)(z) = 0 

(az + b)m |m(m— 1)...(m —n + 1)an(az4+-b)m-n 
(aceeași observare ca la cazul prece- 


dent) 
e* e* 
a*(a>0) 7 îi (In a)n 
la & (—1)n- (n — 1) lan 
loga z (—1)n-i (n — 1)! an logue 
sin + sin (= + nr) 

1 

ta COS (2 -L = ar 


u(z)ulz)=uv | uln)v + Cluny” + ...+ 
+ Chu(n-P) v(P) + ... + uvln) 
(formula lui Leibnitz) 
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7. Dacă se dă o creştere dz variabilei, o funcţie 
derivabilă capătă o creştere care este aproximativ 
egală cu 
(331) fiz+ dz) — fl) = (ada 
şi care se numește diferenţiala tuncţiei y şi se 
notează cu 
(331) dy = f'(z)dz. 


Dacă f(u) este funcţie compusă, diferenţiala se 
calculează prin aceeaşi formulă (331'). Avera 
regulile: 


ÎN i i aa 


(382) dlfiz)e(z)] = f(z)dg(a) + g(adfiz); 
q flz) _ sz)drie) — flz)dg(z) 


—_—.— 


g(2) 82(2) 


$ 7.6. Proprietăţile funcţiilor derivabile; 
extreme, nedeterminări, gralice 


În acest paragrat vom considera funcţii f(z) deri- 
vabile pe intervalul X avînd valori în Y. Nu vor 
ii menţionate decît excepţiile. 

1. Dacă f(z) = 0 pe X, f(z) se reduce la o con- 
stantă pe această. mulţime. Dacă f'(z) = g'(z) pe 
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o mulţime X, atunci f(z) = g(z) + C (CC = const) 
pe această mulţime. 


2, Dacă Mr, f(z)] este un punct pe graficul 
funcției (fig. 2283), atunci f'(z), calculată în 
acest punct, reprezintă coeficientul unghiular 
al tangentei în V :tg 0= f'(z). 


Prin tangenta MY? într-un punct M la un arc 
de curbă AB, înțelegem limita unei secante varia- 
bile MM” cînd M” vine (pe curbă) să se coniunde 
cu M. Rezultă că graficul funcţiei, pe lingă faptul 
că este construit printr-o trăsătură continuă (lunc- 
ţia fiind continuă), are în fiecare punct o tangentă 
unic determinată. 


Fig. 228 


3. Dacă în Molz, f(z)l (fig. 229) funcţia nu 
este derivabilă, dar are o derivată la stînga și una 
la dreapta, înseamnă că în acest punct graficul 
are două tangente, una la stînga şi alta la 
ai ie astfel ca f'(2 — 0) = îg 0,, Flzo+ 0) = 
= ig W. 
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4. Dacă în z funcţia este derivabilă (fig. 228), 
la creşterea variabilei Ax = MP = dz, cores- 
punde creşterea funcţiei Ay = PM; segmentul 
PQ reprezintă diferenţiala funcţiei dy. 


5. Într-un punct (adică pentru o valoare 
L = 29), în care derivata f'(z) se anulează, 
tangenta va îi paralelă cu Oz. Dacă f'(z) 
schimbă de semn cînd z variind, trece prin 
această valoare se zice că funcţia f(z) are în 
acest punct un extrem (fig. 230). 

6. Într-un punct x, în care derivata a doua 
se anulează, curba în general traversează tan- 
genta; în acest caz se zice că graficul are în 
zp un punct de infleziune (2, pe fig. 230 şi 
%p pe fig. 231). 


y Ma 
WM, 


0 d Ă3 Ăz 
Fig. 230 _ Pig. 231 
7, Dacă f'(z) < 0 pe X, atunci funcţia f(z) 


este strici descrescătoare pe X; dacă f'(z) > 0 
pe AX, atunci îuncţia f(z) este strict crescătoare 


i pe . Dacă f''(z) > 0 pe X, graficul are conca- 
| vitatea îndreptată spre g-cii pozitivi (fig. 232) 


4 


Fig. 232 | Fig. 233 
și dacă f'(z) <0 pe X, gralicul are concavi- 
tatea îndreptată spre y-cii negativi (fig. 233). 
8. Pentru a decide dacă într-un punct zo, în 
care f'[(x9) = 0, funcţia are un extrem, și care este 
natura acestui extrem, vom studia semnul deri- 
vatei la stinga şi la dreapra lui za. Dacă /“(2 — 
— h4) <0 şi F'(z + ha) > 0 luncția are în 2 un 


x) =0 
Fig. 934 Fig. 935 
minim (fie. 234) şi un mazim în caz contrar 


O! sh, 4% dh ă 


(fig. 235). De asemenea, dacă f'“(z,) < 0, funcţia 
are în zp un mazim, iar dacă f''(z,) > 0, funcţia 
are în 2 un minim. 
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Observaţie. Se poate ca derivata să-și schimbe 
semuul cînd trece prin zg fără a avea un extrem 
în acest punct (fig. 236) în sensul dat la $ 7.6.5 
deoarece f'(2a) =£ 0; totuși în z valoarea funcţiei 
este cea mai mare faţă de valorile vecine. 

9. Teorema lui Roile.. Dacă în două puncte 

Zi < 2, EX avem f(z,) = f(2x2) = 0 (za şi z2 sint 

zerouri ale lui f), atunci există celpuțin un punct 


0%, x Pi d 
Fig. 236 big. 237 


«9 i 

Zi < 29 < z, in care f'(x0) = 0. Dacă z, şi 
za sînt două zerouri consecutive, atunci f'(2) 
se anulează de un număr fără soț de ori 
între z, şi z,. Sau mai scurt: între două zerouri 
consecutive ale funcţiei, există cel puţin un 
zero al derivatei (fig. 237). 

10. Teorema lui Lagrange* (sau a creşterilor 
finite). Oricare ar fi z, < 2 SĂ, există un ze 
astfel ca x, < 2 < z, pentru care 


*) Teoremele Rolle şi Lagrange presupun că funcţia 
Aztecii ua pe intervalul X închis şi derivabilă pe X 
eschis. 
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(333) O fila) — fra) = (za — za) flo) 


Interpretarea geometrică a y M, W 


teoremei exprimă faptul că 

pe grafic există cel puţin 

un punct de abscisă 2 în 1 
care tangenta este paralelă Dx d 
cu coarda MM, (îig. 238). Fig. 238 

11. Nedoterminări. 

a) Se zice că o funcţie are o valoare nedetermi- 
nată pentru z = a, dacă pentru această valoare, 
ia una din formele 0/0, co/oo, 0* oo, co —o0, W, 
000.47: 

b) Formele 0/0 şi co/co provin dintr-o funcţie 
de forma f(2) /g(z). Pentru ridicarea acestei ne- 


determinări, se aplică regula lui l'Hospital al 
cărei enunţ este: 


Regula lui l'Hospital. Dacă f(a) = gl(a) = 0 
şi dacă se poate determina o vecinătate pe 
care g(z) 20 afară de z= a, atunci 


-__..—._._.r.. 


(334) Ig ez PE a AA ga 
aa 8(7)  x—ag'(2) 
în ipoteza că limita din partea dreaptă există, 
n caz că f'(a) = g'(a) = 0, formula (234) se 
aplică din nou părţii drepte, pînă cînd ultimul 
raport fn(a) /g''(a) are o valoare unic deter- 
minată. 
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Mă 


Regula lui !'Hospital se aplică şi în cazul în 
care f(a) = s(a) = o. 
c) Forma 0 * co provine dintr-o tuncţie de forma 
Aita *g(z) dacă f(a) = 0, g(a) = o; scriind sub 
forma 


- z) 
f(zeta)= DE = 2, 
1/g(z)  1//[(2) 

revenim la una din tormele precedente şi putem 
aplica regula lui l'Hospital, bineînţeles la forma 
pentru care derivatele se calculează mai uşor. 

d) Forma « — co provine dintr-o iuncţie de 
torma f(z) — g(2) (Ala) = ela) = co]. Scriind dă 


fla)— elz) = i) — E | = gle pai 1]. 


Dacă: i CEI i: 1, funcţia tinde către + 00; dacă 
sa f(2) 
limita este 1 se ap os cele spuse la c). 

e) Formele 0”, co”, 1* provin* dintr-o funcţie 
de forma F(z) = Lf(ez) oo pentru valori 0 sau co 
A NA ceai f(z) şi g(z). Aplicînd  logaritmii, 

F(z) se va prezenta sub forma 0 - co Pentru 
apr nedeterminare, se va ţine seamă de ($7.3.6). 

12. Grafice. Folosind teoremele de mai sus, 
graficul unei funcţii se face după următoarele 
norme: 


*) prin trecere la limită. 
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| Se caută mulţimea de definiţie a funcţiei, 
adică intervalele în care trebuie să se găsească « 
pentru ca funcţia să ia valori reale. Pentru func- 
ţiile elementare se foloseşte (T. 22). 

b) Se calculează limitele laterale la capetele 
acestor intervale. 

c) Se calculează f(0), cînd există, care va re- 
prezenta ordonata punctului unde graficul func- 
ției taie axa Oy. 

d) Calculăm primele două derivate. 

e) Calculăm semnul derivatei, determinînd ex- 
tremele. 

f) Calculăm punctele de inflexiune şi sensul 
oncavităţii. 

Cu aceste valori construim tabloul de variație 
în care prima linie este formată din valorile lui 
z, linia a doua şi a treia conţin semnul primei 
şi a derivatei a doua, iar linia a patra valorile 
funcţiei. În ultima linie se introduc și săgeți care 
vor indica mersul graficului. 

13. Dacă pe graficul unei funcţii avem puncte 
care se depărtează spre inlinit, vom spune că 
curba reprezentativă are o ramură infinită. Dacă 
există o dreaptă ale cărei puncte se apropie din 
ce în ce mai mult de punctele curbei astfel ca 
distanţa dintre ele să tindă către zero cind z tinde 
către o valoare finită sau către infinit, vom zice 
că dreapta este o asimptotă a graficului. Asemenea 
drepte se obţin în felul următor (fig. 239); 


ad 239 


a) Asimptotele paralele cu Oy au ca abscise 
valorile lui z = z pentru care funcţia y = f(z) 
este discontinuă şi astiel ca lim f(z) =A4+ oo. 


x 20 

b) Asimpiote paralele cu Oz 
care au ordonatele dale de 
lim y, bineînţeles cînd această 
limită este finită. 

c) Asimptote oblice, care 
au ecuaţiadeformay =mz-+n 
unde m şi n sînt calculaţi prin 
formuleie 


Asemenea asimptote există cînd m şi n sînt finiţi 
ȘI m=£0. 
$ 7.7. Eouaţii algebrice 


1. O ecuaţie algebrică este o ecuaţie de forma 
(336) 
P(z) = a9zn + agati + ... Fana t+an =0, 
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P(z) fiind un poiinom cu coeficienţi reali sau com- 
plecşi. O asemenea ecuație are n rădăcini z,, ..., 
Zn comp.exe cu aiuto-ul cărora polinomui P(z) 
se poale scri2 sub lorma 


(337) P(z) = ap(z — ze — ri. (2 — 2n). 


Între rădăcinile şi cozficienții polinomului avem 
relaţiile 


— duo, > p Tut = Za aa ses 
) Ep ... Xp = (— 11 Pa» lao, o... 


Das” ss «2 = I—j Nan la . 


(338) 


În particular, pentru ecuaţia de gr. &, avem 
(339) LI -- L + Ya —- A —-—— a./a-, 

(2, îi = z,)(a =p Za) = ră Tia st Za, = d. [o 

(ZF Zoaza kt (2 kr zii = — calde, 

La Poate = 3 /Oae 
Ss demonstrează că orice polinom simetric de or. 
MN ÎN is see» En, Se poate scrie sub .orma unui poli- 
nom În y, se; 2n împărţit cu a (mE&N). No- 
tind cu 
fe k pe 

(340) Si= zik ze+... tza (4 EA) 
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avem formulele lui Newton 
(841) 
aoSh + a Sha + ... + QhoaSa + Cho, + kap= 0 
pentru k&:Şn, 
GoSnsh + Qi Snah-a tr se: kt Ono Shaa + an=uShu + 
: dp:Sh = Vy 
care permit si calculăm suriele (340) din aproape 
în aproape. În particular 
(341%) 5, = —aa/ao, Sa == (ai pa 2a9a2)/a0, 
Sg = (—aă + Apa -— 3aca,) Jaă, ad 

2. Se zice că o vădăcină este multiplă de ord. v, 
a ecuaţiei (336) (sau a polinomului P(z)) dacă 
în descompunerea (337) se întilneşte de r ori. 
Ținînd seamă de ordinul de multiplicitate al ră- 
dăcinilor, descompunerea (337; se scrie sub forma 
($ 2.4.1) | 
(337) P(z) = ao(z — 7): (x — na... (2 — php 

(MF Mat timp n). 

Rădăcinile multiple sînt rădăcinile comune ale 
polinoamelor P(z), P'(2). 


Mai general o rădăcină multiplă de 
(342) | ord. r este rădăcină comună tuturor 
ecuaţiilor 


P(z):= 0, P(x) => 0 PI) (a) 0, 
z);a-0. 
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3. Ecuaţii cu coeticienţi reali. 


a) O ecuaţie de grad impar are întodeauna o 
'ădăcină reală ; în general, o ecuaţie de grad impar 
are un număr impar de rădăcini reale, iar o ecuaţie 
de grad par un număr par de rădăcini reale, sau 
nici una. Rădăcinile complexe se grupează două 
cîte două, astfel încît dacă o ecuaţie cu coeficienţi 
reali admite o rădăcină complexă, admite şi con- 
jugala ei, cu acelaşi ordin de multiplicitate; deci 
un polinom cu coeficienţi reali are descompunerea 
în factori reali 


P(z) = ag (2 — 2)": ... (2 — 2) (22+ 


(343) | + paz + gari... (22 + ps gr, 
(Pak seek hr 2mpa kt -.. + 2mrs =), 


trinoamele avînd coeficienţi reali. 

b) Teorema lui Rolle cunoscută de la funcţiile 
derivabile ($ 7.6.9) se aplică aci în felul urmă- 
tor. Se determină rădăcinile reale ale ecuaţiei 
derivate (aplicarea teoremei este deci legată de 
rezolvarea acestei ecuaţii), care, aşezate în ordinea 
mărimii, să presupunem că sînt zi, 23, sit 2p- 
Se formează şirul 


(344) 
P(—oc0), P(zi), P(z), ..., P(zp), Pl+oo), 
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numit șirul lui Rolle. Numărul schimbărilor de 
semn ale termenilor acestui şir reprezintă numărul 
rădăcinilor reale ale ecuaţiei P(z) = 0. 

c) Teorema lui Descartes. Numărul rădăcinilor 
reale pozitive ale unei ecuaţii algebrice cu coefi- 
cienţi reali diferă de numărul schimbărilor de 
semn al șirului ay, a, =: an cu un număr par. 
Pentru rădăcinile negative considerăm ecuaţia 
P(—z) = 0. 

4. Metode do rezolvare. 

a) Notăm cu L limita superioară a rădăcinilor 
unei ecuaţii algebrice P(z) = 0. Atunci limita 
inferioară 1 a rădăcinilor pozitive va fi limita 
superioară a rădăcinilor ecuaţiei P(1/z) = 0; de 
asemenea, limita superioară —L şi cea inferioară 
—l, a rădăcinilor negative ale ecuaţiei date vor 
îi limitele ecuaţiei P(—z) = 0. Rădăcinile reale 
ale ecuaţiei vor fi cuprinse în intervalele (—£, 
—1), , L). Avem 


(345) L=a+ 2 


unde a,>0 este coeficientul primului termen, 
n — r este puterea lui z a primului termen ne- 
gativ (termenii se succed în ordinea descrescă- 
toare a puterilor lui z), iar N este cea mai mare 
valoare absolută a coeficienţilor negativi. 
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b) Rădăcinile întregi ale unei ecuaţii algebrice 
cu coeficienţi întregi sînt divizorii ultimului 
termen ap. Dacă a/b (a, b întregi) este o rădăcină 
a unei ecuaţii cu coeficienţi întregi, atunci b esteun 
divizor al lui ag, iar a un divizor al lui a, ($7.7.6). 


c) Dacă a+//b este o rădăcină multiplă de 
ord. p a unei ecuaţii algebrice cu coeficienţi ra- 
ţionali (b prin ipoteză nu este pătratul unui număr 
raţional), atunci şi a — |/ b este o rădăcină mul- 
tiplă de acelaşi ordin ($ 7.7.3, a). 

Dacă a este o rădăcină a unei ecuaţii algebrice 
de gr. n, prin împărţirea lui P(z) cu z — a, rezol- 
varea ecuaţiei date se reduce 
la rezolvarea ecuaţiei Q(z)= 7 
= 0, unde P(x) =(z— a)Q(2). 8/70) 

5. Metode de aproximare. 
Să presupunem că, printr-o 
metodă oarecare am deter- 
minat două numere a şi b 
între care ecuaţia f(x) == 0 
are o rădăcină reală simplă 
şi numai una, pe care Alfa] 
s-o notăm cu 9; atunci Fig, 240 
fla)f(b)<0. O valoare apro- j 
ximativă a lui 2, este dată prin metoda coardei 
(fig. 240) cu ajutorul formulei 


i (> — afla | 


Z0 = 0, 


f(b) — fla) 


(346) 
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A doua metodă se numeşte metoda  tangentei 
(fig. 241 şi 242) şi ne dă valori biz udata ale 


ii 


4 Ala, fa) 


TI O... 


Fig. 241 Fig. 242 


lui 2 cu ajutorul formulelor 


mp =a — Le, dacă f(a)f”(a) > 


f'(a) 
(347) sau 
e „ae i N , 
20 p 6) dacă f(b)f“(b) > 0. 


Valorile zp şi zg (alese aşa cum s-a spus), sînt 
întotdeauna valoarea rădăcinii zg, una prin lipsă 
şi alta prin adaos, încît putem înlocui intervalul 


iniţial cu (29, a sau (20, 29). Continuind cu 
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acest interval aşa cum am procedat cu primul, 
ne pie lata din ce în ce mai mult de valoarea lui 
zo. În ambele metode, eroarea comisă cînd luăm 
în loc dea sau bpe 20 sau 20 este mai mică decit 
(d — a2)M 
2m 
lui f''(z), iar m o margine inferioarâ a luif'(z) 
în intervalul [a, 5]. Metodele se pot repeta. 

6. Schema lui Horner este o metodă practică 
pentru a încerca dacă a este o rădăcină a unei ecuaţii 
algebrice P(z) = 0. Se aşază pe prima linie coefi- 
cienţii ecuaţiei (presupuși întregi) 


unde M esta o margine superioară a 


Go Ga (e ... (ns 
48 
(348) m ct e MR a 


iar pe linia a doua numerele b calculate după 
formula de recurenţă bp = ap + &bp-a (bo = ao); 
cu alte cuvinte un nutaăr de pe linia a doua se 
capătă adunînd precedentul său înmulţit cu « la 
numărul corespunzător din prima linie şi aceeaşi 
„coloană. Dacă by = 0, a este rădăcină și cîtul 
împărţirii lui P(z) cu z — a este polinomul 


Q(z) = bozNi + b,zn2 4 A+ ba 2 bn. 


247 


Dacă « este fracţionar și unul din numerele ?, 
de asemenea este fracționar, « nu poate fi rădăcini 
şi deci cînd apare pe linia a doua a schemci (348) 
un asemenea număr, calculul se opreşte. 


$ 7.8. Primitive 


1. Dacă f(z) este continuă pe 4, se numește 
primilivă o funcţie F(x) care satisface relaţiei 


F'(z) = f(z) şi se notează cu | ra O funcţie 


are o infinitate de primitive definite prin relaţia 
(349) Piz) = fiz)dz + C, 


unde C este o constantă arbitrară numită con- 
stantă de integrare. Avem proprietăţile 


(350) | arta)az ui | f(iz)dz, (A = const) 


(350) fr + alea = | to) 


2. Tabel de primitive 
7, 25 


+ C in arbitrar diterit ue —1). 


R 
3 
Fi 
e 
| 


n+ il 
da să 
— = In + C= inCuz. 
z 


re rin i 
[at ata sm EL e me ae 0 (o ar Bitede 


aia + 1) 
iferit de —1). 


dr — Lin (az bi = in Clar). 
az+b « N 
> 9, a 4; 
e? dz = e? +0, 
i ri 
at dz = +0 
ina 
> 0, azi, 
CUT da = 1 caz + 2 
Ş A 


sin 2 da = — cos z-+0C0 


O 
(e. 
uU; 
3) 
et 
z 
| 
. 
z 
a 
|. 
(> 


Lo Lo Lo Şi Co Ioa a tă d 
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T. 28 (continuare) 


| sin mzdz = — uitata Me 
n 
[cos ma az = SIDE +. o. 
n 
Ea da = — cotg z +. 
SAE 
( — mai ase «0 
Cos 
dz dia iei pp ăia 2 40 
z2—a2 2a r-+ a a a & 
dz 1 A z 6 
cai CE auf pa 
Ei „Ile citita To 
(25 E — = aresin £ + C == — arccos-— + G. 
753 a a 
ie A ja EEE |. O aaca 
e vata A daz + b+ /ă 
A = b2— dac > 0. 
de E ut anca a + C dacă 
az? + bz+e V-A V/ — 


T. 26 (continuare), 


dz 1 
e ee ee e Ii | Adi. Bf 
LISTE pal 
+ 2 /a(az?+ baz + c)] + C dacă a>0. 
aie a II = Es arcsin ca ră A + C 
Vaz? bz+e —a (42 — &ace 
dacă a<0. 


3. Metode de integrare. Meroda substituţei con- 
stă a înlocui o funcţie g(z) prin u astfel ca în 
baza relaţiilor 

e(z) =u, g'(z) dz = du, 
integrala să se reducă la una cunvscută, sau să 
se prezinte sub o formă mai simplă. După inte- 
grare se revine la variabila z. 

De exemplu: a patra integrală din T. 26 se 
deduce din a doua prin substituţia az + d =u. 

b) Integrarea prin părţi se bazează pe formula 


(351) 


| fl) de(z) = fila) ele) — | ata) afla). 


c) Integrarea  fracțiilor raționale. O  tracţie 
ireductibilă se reduce întotdeauna 


rațională 


x 
la cazul în care gr. P. gr. Q ($ 2.2.5). Presu- 
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punînd că polinomul Q() este scris sub forma 
(343), fracţia se poate descompune în fracţii simple 
de forma 


4 Pl2) _s | Ami ș aa ă 
Q(z) 4 =] (2 — ai) iz L— Li 
, m: gi 
(852) | + Pa PE 
Zr | (z2+ pjz+ git 


APIHI z 4 Bi | 


d + pjz + q; 

De exemplu 

cr + d A B 
ee Ri ARE 1599 ot oo An RE b 
(2 —a)(z — bd) z—a 2 — zi 
Cox? + cz + Ca netiaii B C 
(2 — a(z — d) (z—a)? z—a a be 
Cot k- C3t + Cot + Cs A x PB 
(z—ab(a24+ pr4+ 9) (a—a) (z—a) 
PI C Da + E E: Fa + G 


g—a (a2+pz+q): z+pe+a 
(p? — 49 <0). 
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Pentru determinarea coeficienţilor numerici A, 
B, ... se aduce la acelaşi numitor în dreapta şi 
se identifică polinoamele de la numărătorii am- 
belor părţi ($ 2.2.6). În particular, în dezvol- 
tarea (352) avem 


Integralele fracţiilor din partea dreaptă se calcu- 
lează cu ajutorul formulelor din (T. 26). 


(352) 


$ 7.9. Integrale definite. Aplicaţii 
geometrice 


1. Se consideră o funcţie f(z) mărginită într-un 
“interval închis [a, b] (fig. 243) pe care se consi- 
deră o diviziune prin punctele o, 2, =: Cp. ÎN 
fiecare din intervalele determinate, se alege arbi- 


£ £ A 
m O jr aj pp Ţ 
IE N dd 
Fig. 243 


trar o valoare z;., SE; < 2; şi apoi se formează 
i 

suma > fel — iq). Dacă această sumă are 
iz 

o limită cînd n tinde către infinit, fiecare interval 
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tinzînd. către zero, se zice că f(a) este integrabilă 
pe [a, b] în sens Riemann şi se scrie 


(358) | lim YO f(Ei)(zi — zi) = 


1=1 


[, flz)dz, 


a şi b se numesc limitele integralei. Integrala nu 
depinde de valorile £;. Funcţiile continue sînt 
integrabile. Dacă F(z) este o primitivă a lui f(z), 
atunci 


(854) [paz = F(b) — F(a). 


2. Proprietăţi. 
d a 
(255) | f, ra) az — — Pi pla) ae 
b e b 
f(z)ăz = | Hz)ăz + i) f(z)dz. 


(256) ) Afle)aa =4 Ș! Melia (4 = const 


b d 
(f(z) + ale)ăe = | aaa + | elz)az 
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8. Arii. 

a) Dacă arcul care reprezintă graficul funcţiei 
+ = flz) nu taie axa Oz şi este continuu între a 
și b (fig. 244), atunci 
i d / 


Fig. 244 Fig. 245 


(358) Aaa B5= | rtahaz 


b) Dacă arcele 4,8, și A2B2 (fig. 245) sînt 
detinite prin ecuaţiile 7 = f,(z), y = fa(2), ambele 
deasupra axei Oz şi nu se in- 
tersectează între ele, atunci 
(359) 

b 
CĂ AABiRu ) [f(2) — 
— fulz)]dz. 


4. Volume. În aceleași condi- 
vii, rotind arcul A.B, în jurul 
lui Oz (fig. 246), se obţine 
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un corp de rotaţie al cărui volum este dat de 
integrala 


(360) | V A1B1B3A3 = T ) fe(z)dz. 


$ 7.10. Eeuaţii diferenţiale 


1. O ecuaţie în care necunoscuta , funcţie de 
z, intră prin derivatele ei pînă la ord. n se zice 
că este 0 ecuație diferențială de ord. n. Soluţia 
unei asemenea ecuaţii, cînd există, depinde de 
n constante arbitrare. În general, una din soluţii 
este determinată prin cunoașterea valorilor func- 
ţiei şi primelor n — 1 derivate pentru o valoare 
2 = 79; se zice că soluţia este determinată prin 
condiţii inițiale. 

2. Eecuaţii de ordinul 1. 

a) Ecuaţii cu variabile separabile, adică ecuaţii 
care se scriu sub forma 


(360) | fi2) flwy' =). | 
Soluţia este definită prin formula 


ay) a — CEZ az = o 
pe 4 FA al 


(3617) 


unde C este o constantă arbitrară. 
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b) FEcuaţii omogene sînt ecuaţii de tipul 


(362) | i flula)s | 
Se integrează prin substituţia y = tz, 
Se obţine 
(362) E tă In Cz (C = const) 
ft) — 


După efectuarea integralei, se înlocuieşte 7=y/z. 
c) Ecuaţii liniare sînt ecuaţii de tipul 


(363) |" fioy+e(a)=0| 


care au ca soluţii 


y = e j Li (e — 2 ae), 


(C = const) 


(363) 


3. Ecuaţii de ordinul 2? liniare cu coeficienţi 
constanți, fără partea dreaptă, sînt ecuaţii de tipul 


(364) | ay” + by' +ecy=0 (a, b,c = const) | 
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nt 


Pentru găsirea soluţiei, se consideră ecuația cara 
teristică 


(365) | ar? + br4+c=0. | 
a) Dacă (365) are rădăcini reale rr 
atunci | 
(364) y = Cea? + Caera* (C,, Ca = const). 
b) Dacă (365) are o rădăcină dublă r, atun 
(3647) y = (0, + Caz)er* (0, Ca = const). 
c) Dacă (365) are rădăcinile complexe 7, = 
=a0+IB, ra= a —B, atunci 
(3647) y = e** (C, cos Bz + C, sin Bz) 
(0, Ca = const). 
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3. MECANICĂ 


$ 3.1. Elemente de statică 


1. În mecanică o forţă este reprezentată prin- 
tr-un vector; dacă este aplicată unui punct mate- 
rial este considerată ca un vector legat ($ 6.1.1), 
iar dacă este aplicată unui corp solid rigid este 
reprezentată printr-un vector alunecătar. Opera: 
ţiile cu forţele se deduc din jeraj e cu vectori. 

Fiind dată forţa F (fig. 247) reprezentată prin 
vectorul alunecător AB (caracterizat prin mărime, 
sens şi suportul A), se numeşte momentul său 
faţă de un punct O (pol) exterior lui A, produsul 
vectorial Mg, = 0A x AB. Prin 
definiţie momentul este invariant 
faţă de poziţia forţei pe suport 
şi este nul cind F = 0 sau cînd 
polul se găseşte pe suportul 
forţei. 


9, Dacă F,, ..., F, sînt mai 
multe forţe formînd un sistem 


(1$), care acționează asupra unui Fig. 247 
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corp solid rigid, PR rezultanta generală R într-un 
punct O se înţelege suma acestor vectori consi- 
deraţi liberi, iar prin momentul rezultant 
faţă de O, suma momentelor componentelor fâţă 
de acest punct. Momentul faţă de O'al rezultantei 
generale aplicată în A, a unui sistem de vectori 
concurenţi în A, este egal cu suma momentelor 
vectorilor componenți (Varignon). 
3. Se numeşte cuplu un sistem format din doi 
vectori alunecători F, —F paraleli (fig. 248). 
Momentul rezultant al cuplu- 


M B-FA, lui M este același în orice 
E „A ae, punct al spaţiului. Un sistem 
0 de forţe F; este în general 


echivalent cu sistemul format 


E D= 
AF dintr-un vector și un cuplu. 
Fig. 248 Condiţia necesară ca un corp 


solid rigid să fie în echilibru 
este ca sistemul de forţe care acţionează asupra 
solidului să fie echivalent cu zero. Această condi- 
ţie devine şi suficientă dacă corpul este în repaos. 
4, Forţe paralele. Presu- 
punem că avem un sistem 
(1$) format din n forţe pa- 
ralele F; (fig. 249). 


n 
a) Dacă d F; 0, sis- 
i=i 


temul este echivalent cu Fig. 949 
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0 forţă rezultantă R = A F;=u x F;, undeu este 


versorul comun Nr a F; ($86. A 1). Dacă notăm 
cu 44 (z;, y,) coordonatele punctelor de aplicaţie a 
forţelor, punctul de aplicaţie al rezultantei va îi 


n n 
(366) | G a A e 

ie F; 2 F; 

=] i=1l 


În cazul a două torţe (fig. 250), pentru a găsi 
pe G luăm pe suportul lui F,, A,Ca = A2B, şi 
pe suportul lui F2, A.C, = A.B; dreapta. C,C, 
taie pe A.A, în G. Determinarea lui G în general 
se poate face geometric din 

aproape în RAPA: ! 


b) Dacă DE = 0,R=0, ($) 


se reduce la un cuplu M, per- pF 
pendicular pe planul forţelor şia “ 
cărui mărime este 8 

i 


SF: Li —ue Dim 


al Fig. 250 


Li 


Uz Şi uy fiind componentele lui u; punctul de 
aplicaţie G este arbitrar (fig. 251). 

5, Centre de greutate. Fie 
un sistem de puncte mate- 
riale M; în care avem apli- 
cată o forţă F,; egală cu gre- 
utatea punctului; punctul de 
aplicaţie al acestor forţe 
paralele (dirijate pe verti- 
cală) se numeşte centrul de 
greutate G al sistemului. Re- 
zultanta este greutatea sistemului. Coordonatele lui 
G se găsesc la fel ca la $ 8.1.4. Analog se defi- 
neşte centrul de greutate al unei bare, suprafeţe 
sau corp neomogen. Astfel, dacă o bară, avînd 
greutatea specitică u(z) este aşezată pe Oz (îig.252), 
centrul de greutate va avea abscisa 


Fig. 251 


ai 4 ] 
b 0 Cab sp 
zu(z)dz 0 
(367) | z = = Fig. 252 
u(z)dz, J/ B 


numitorul reprezentind masa ba- Ș 
rei. Analog, pentru placa formată QlAdgo»  Biho 
din suprafaţa AA'B'B (fig. 253), Fig, 233 
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b b 
| 2 uz) fla)az |v uta) ra) 
e. E Ie NI PRI PSP elit 


(to) fa) dz, 


| uta) f (2)az, 


unde y = f(z) este ecuaţia arcului ce mărginește 
placa. Numitorul comun reprezintă masa plăcii. 
6. Centre de groutate a corpur.lor omogene 
[u(z) = const] mai des întilnite: 

E EA 

Linii, suprafeţe și | 

corpuri materiale Centrul de greutate 
Segmentul de dreaptă | G mijlocul segmentului 
Perimetrul unui tri- | G„ este intersecţia bisec- 


unghi toarelor triunghiului me- 
dian; cu notaţiile de pe 
fig. 25% 


Vas Ie a(a+2b)+a(c—b) 
NS: AS 2la+b+c), 
Aa dz"! 370 = a NEC), d 

Fig. 954 2|a+b+c). 


T. 27 (continuare), 


Linii, suprafeţe și 


corpuri materiale Centrul de greutate 


Perimetrul paralelo- | G este intersecţia dia- 
gramului gonalelor 


Arc de cerc 


sin « ș 
—, 01, măsu- 


G [a 
O 
rat în radiani (fig. 255) 


Fig. 255 

Semicere G (2R/m, 0) 

Cercul G este centrul cercului 
Aria triunghiului G este la întîlnirea me- 
avînd vîrfurile dianelor şi are coordo- 


M; (zi, yi) (i= 1,2, 3) Sa 
To = : (23 + Zat 5), 

1 
Jo > 3 (Va + Ya + Ya) 


Aria dreptunghfului | G este la intersecţia dia- 
gonalelor 
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T'. 27 (continuare). 


Linii, suprateţe şi 


corpuri materiale Centrul de greutate 


Aria trapezului 


Pe baza mică seia Bă = 
= b” şi pe baza mare 
DL = b; G este la inter- 
secţia lui KL cu JJ 
dreapta care unește mij- 
loacele bazelor. 


Lig. 280 


285 


Linii, suprateţe și 
corpuri materiale 


Aria unui patrulater 
oarecare 


Fig. 257 
Sector de cerc 


8 
Fig. 258 
Piramida şi conul 
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T. 27 (continuare). 


Centrul de greutate 


G, şi G, sînt centrele de 
greutate ale  triunghiu- 
rilor ABC, ACD; dreapta 
GG, taie pe AC în / 


3 4 
radiani 


ej a ) a în 


G se află la - de la bază 


şi dreapta care uneşte 
vîrful cu centrul de greu- 
tate al bazei 


7. 27 (continudreje 


Linii, suprafeţe și Centrul de greutate 
corpuri materiale 


Prisma și cilindrul 
| 


G se află la mijlocul drep- 
tei ce unește centrele de 
greutate ale bazelor 


$ 8.2. Elemente de cinematică 


1. Un punct în mişcare descrie în plan o curbă 
numită traiectorie. Dacă luăm timpul ca varia- 
bilă, coordonatele punctului mobil pe traiectorie 
vor îi M(az(t), y(t)] şi vectorul de poziţie ($ 6.1.1) 


(369) |r = (oi + y(o)i.| 


Se numește viteză medie în intervalul de timp 
AL expresia (fig. 259) 


AL A4, , AY; 


(370) cala ct, N ral, y Mogul V 
N/A) 

unde Ar, Az, Ay sînt creş- p(t+At) 

terile  corespunzăloare lui , 

Tr, z, y. Viteza punctului este 9 

reprezentată prin vectorul Fig. 259 
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—— i 
dt di d 


(371) | 


atașat punctului M și situat pe tangenta în M 
la traiectorie. Accelerația mobilului este repre- 
zentat printr-un vector care măsoară în unitatea 
de timp Variația vitezei; are ca expresie 


die dz ESTI 
d de dr 


(372) a = 


„$, Miscarea ractilin'e este mişcarea descrisă de 

un mobil pe o dreaptă, de exemplu axa Oz. Se 
zice că mişcarea este uniformă cînd viteza este 
constantă şi deci acceleraţia nulă; rezultă 


(373) z=at+ b (a,b = const). 


Mişcarea se numeşte uniform accelerată cind acce- 
leraţia este constantă; în acest caz 


(374) az = ar + bt+ e iar 
v=at-+ bd, 
3. Mişcarea e rew'ară (fi E, 260). 
Notînd cu 0(t) = 0, unghiul . 


; care-l tace raza Eni mobil 
Fig. 260 cu direcţia pozitivă a axei Oz, 
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arcul AM = RO(t) măsoară spaţiul parcurs de mobil 
din poziţia iniţială. Expresia o = cr: se numeşte 
i 


piteza unghiulară a mobilului. Dacă «w = const 
mișcarea se numește circulară uniformă. Mişcarea 
circulară se studiază cu ajutorul reprezentării 


A ——— 
(375) |r = R cos 0i + Rsin 0j. | 


$ 8.3. Elemente de dinamică 


1. Conform principiilor mecanicii clasice (new- 
toniene), un punct material în mişcare, sub acţiu- 
nea unui sistem de forţe (,$), va descrie o mișcare 
care va satisface ecuaţiei fundamentale 


2 


d?r 
ma = F sau m—=F 
(376) 7 


unde m este masa punctului, a accelerația iar F 
rezultanta sistemului (,$). 

Dacă mişcarea este plană, ecuaţia (376) se mai 
poate scrie sub forma scalară 


da: d2 a 
(377) | m = Ar, v,t), m îi lt Ali a 4 ). 


unde AX şi Y sînt componentele lui F. 
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9. Se numește impuls vectorul Ii = my, mo: 
ment” cinetic vectorul K —r X mv, adică mo- 
mentul vectorului impuls aplicat în M, faţă de 


gata ş i aaa 1 apa 
origine, energie cinetică scalarul E = rada și 


lucru mecanic Scalarul 


j t 4 
(878) Pâr = | [+ A e ra. 
TĂ Ă di dt 


Teoreme. a) Derivata impulsului este egală 
cu rezultanta forţelor ce acţionează asupra lui 
M 


b) Derivata momentului cinetic faţă de ori- 
gine este egală cu momentul rezultantei faţă 
de acelaşi punct. 

c) Variația energiei cinetice între momen- 
tele t şi i, este egală cu lucrul mecanic al rezul- 
tantei între aceste momente. 


3. În mișcarea rectilinie ecuaţiile (377) se reduc 
la prima. Avem următoarele cazuri importante: 

a) Rezultanta AX depinde numai de poziţia 
punctului, adică X = flz(t)] = F(z). Ecuația dile- 
renţială (377) se reduce la 


dle Vă. == 5 Fi(z)daz + vă = gî(z), 
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(379) Di tă e e apr 0 
9 i 


tg reprezintă momentul iniţial iar vg viteza inyțială; 
ecuaţia (379') inversată, ne dă legea mișcării. 


b) X = f(v), rezultă 
“dv 
Vo f(v) 


de unde obţinem v funcţie de t; mai departe 


(380) i— bb = m 


v vdu 
Yo f(v) 


care dă pe z funcţie de v; dacă vrem să avem pe 
z funcţie de t, va trebui să eliminăm pe v între 
(380) şi (3807). 


c) AX = fl), atunci 


980%) a — a = m (0 = spaţiul iniţial), 


l . 


(381) 2 = =E ($, ru dt + Volt — to) + ze 


cu aceleaşi notații ca mai sus, 
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9. CALCULUL PROBABILITAȚILOR 


$ 9.1. Evenimente, probabilităţi 


1. Rezultatele obţinute într-o experienţă, se 
numesc evenimente. Mulțimea tuturor evenimente- 
lor legate de o experiență formează un cîmp de 
evenimente K. Printre evenimentele unui cîmp, 
avem: evenimentul sigur (E) care se produce cu 
certitudine în efectuarea experienţei, evenimentul 
imposibil (Q)) care nu se produce în același proces; 
în general evenimentele se numesc aleatoare deoa- 
rece au loc întîmplător. 

Într-un cîmp de evenimente introducem o alge- 
bră booleană ($ 2.1.2) construită cu ajutorul ope- 
rațiilor sau (+), și (+), nu (—); vom presupune 
că orice eveniment nou construit prin aceste ope- 
rații, aparţine cîmpului. 

9, Se zice că două evenimente, aparţinînd lui K, 
sint incompatibile cînd A-B = AB = Q, adică nu 
pot avea loc simultan; din contră, vom spune că 
sint compatibile cînd pot avea loc simultan. Mai 
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multe everimente pot fi compatibile două ctte 
două dar incompatibile în ansamblul lor. 

Din K scoatem o submulțime K, pe care o vom 
numi de evenimente elementare E; dacă: 

a) K, nu sc af pe Q. 

b)-Două evenimente ale lui X, sînt incompa- 
tibile, E,Ex = Q. 

c) KE, conţine toate elementele lui K, care se 
bucură de aceste proprietăţi. 

Se poate demonstra că cu ajutorul lui K,, putem 
exprima toate evenimentele lui K putînd îi scrise 
sub una din formele 


(3892) o,E,E; + Ei Ei fe a a APE să 
E+Ea+ o... +En=E. 


Această proprietate are loc pentru un cîmp finit 
de evenimente. 

3. Frecvenţă. Probabilitate. Să considerăm o 
experienţă și un eveniment A corespunzător acestei 
experienţe. Repetind experienţa de n ori, eveni- 
mentul A se poate reproduce de m ori. Numărul 
fn = m/n (0 < f < 1) se numește frecvenţă care 
evident variază cu numărul de experienţe dar 
tinde către un număr care se numește probabi- 
litatea P(A) a evenimentului A. Această proprie- 
tate se numește legea numerelor mari. În calcule 
vom lua P(A) = m/n. Mulțimea tuturor eveni- 
mentelor legate de o experienţă împreună cu pro- 
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babilităţile respective, formează un cimp de pro: 
ba bilitate. 

Probabilitatea unui eveniment are următoarele 
proprietăţi (care pot îi luate ca axiome): 


P(4)>0; P(E) = 1; 
(383) dacă AB = Q, atunci 
P(A + 8) = P(4) + P(B). 


Li 


Avem de asemenea proprietăţile: 


(384) | P(9) = 0, P(Ă) = 1 — P(4). 


Relaţia (383) exprimă că probabilitatea produ- 
cerii cel puţin a unuia din evenimentele incom- 
patibile A, B este egală cu suma probabilităților 
fiecărui eveniment în parte. 

Dacă A, B sînt oricare, 


(385)| P(a + 8) = P(4) + 2) — Plus) | 


şi mai general (formula lui Poincar:) 
P(A, + A3+ ...+ An) = ZP(4;) — 


(885%) | — SPA, 4) + SP(A;Aj An) — 
za, cena ME EI (Ade dia Ad l 
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4. Probabilităţi condiţionate. Dacă într-o ex- 
perienţă se produc succesiv două evenimente 
A, B, în general, probabilitatea evenimentului 
al doilea va fi condiţionată de producerea pri- 
mului eveniment. Notind cu P(B|A) această pro- 
babilitate condiţionată, avem 


P(AB) 


P(B|A) = sa 


(386) 


În general, probabilitatea ca să se realizeze n 
evenimente A,, ..., A, este dată de formula 


P(A An) = P(A.) P(A2|A4,): 


0 d ua 
(889) | pIA A, Al PA Ada e Anca): 


5. Evenimente independente. Se spune că două 
evenimente A, B sînt independente, dacă 


(388) | P(AB) = P(4) P(B). | 


Pentru ca mai multe evenimente să fie indepen- 
denle între ele, trebuie să fie independente două 
cîte două, trei cîte trei, 


(388) P(ABC) = P(4) P(8) P(C) ete. 
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6. Dacă avem un sistem de evenimenie ele- 
mentare £,, ..., En Și dacă A este un eveniment 
oarecare al cîmpului, atunci 


| P(4) = i PA E e uda 

$ 

(389) | pip)PiAlE), 

care se numeşte teorema probabilității totale. 
Avem de asemenea formula lui Bayes 


(390) Ș P(E) P(AIE,) 
h=i 


$ 9.2. Scheme clasice de probabilitate 


1. Schema lui Poisson. Se dau n urne U,, ..., Un 
care conţin bile albe şi bile negre în proporţii 
date, ceea ce ne va permite să calculăm probabi- 
lităţile Pi ȘI 9; = 1 — Pp;, pentru a scoate o bilă 
albă sau una neagră din fiecare urnă. Extrăgînd 
din fiecare urnă cite o bilă, probabilitatea de a 
avea k bile albe (şi deci n —k bile negre) va fi 
egală cu coeficientul Ay al lui zk din polinomul 


(391) O(z)= (piz + „a (Paz + q2) .. : (Pnz + n) == 
= PaPa.- n + Anat + 
Fr se. + Anzh săi „F A3Z+ QsQ2..-0n- 
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9. Schema iui Bernoulli cofespunde cCazulu 
cînd în schema precedentă cele n urne sînt iden 
tice. În acest caz problema se poate enunţa ş 
astfel: probabilitatea de a scoate k bile albe dir 
„n extrageri dintr-o urnă, punînd de fiecare dat: 
bila înapoi, este 


k n| 
399 A = 3 h fă IPEE RR et Sa n=h 
(392) h nPhg i la A EU A 


unde p este probabilitatea obţinerii unei bil 
albe într-o singură extragere, iar g = 1 — p pro 
babilitatea obţinerii unei bile negre. 

3. Sehemu lui Bernoulli cu mai multe stări 
Dacă o urnă cunţine bile de m culori c,, co, ..., Cn 
Şi p; este probabilitatea ca la o extragere să s 
obţină o bilă de culoare c;, atunci probabilitate: 
ca în n extrageri (cu bilă întoarsă) să obţinen 
n, bile de culoarea c, n, bile de culoare cz, ... 
nm bile de culoare cm, este 


n| n 
Pn; ns, n PRI tus 3 ERE SES I | ] )h a ZA: ni 
(393) a Rana! .. hm Pi Po Pm 


(MF Ra ee. F-hm = n). 


4. Sehema bilei neîntoarse. O urnă conţine a 
bile de culoarea c;(i = 1, 2, ...,m); probabilitate: 


ca în n extrageri să se scoată n, bile de culoar 
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€,, na bile de culoare ez, ..., nm bile de culoarea 
Cm este 


N, ae n 
Ca, Ca, ... Ca 


FRF... FR E 
Cara: +a 


(394) pa 


$ 9.3. Variabile aleatoare. Valori tipice 


1. O variabilă aleatoare este o funcţie definită 
pe mulţimea evenimentelor elementare ale unui 
cîmp de probabilitate; o vom reprezenta prin 
tabelul (schema) 


(085), > (pe ee ja (i), 


numită repartiția sau distribuţia variabilei alea- 
toare (discrete); prin ipoteză, valorile variabilei 
z; sînt diierite între ele, iar p; = P(ă4 =) 
satisiac relaţiei 


(395) Pi+ Poti: +Pn =. 


Se numeşte funcție de repartiție a variabilei alea- 
toare, expresia 


(396) Pra (ra zar). 
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Repartiția $ 9.2 Variabila aleatoare 


f 4-2 n 
Poisson x 
at Lu ae It de 2) 
= "li & ja: ape d aa ke ag 4 
ca lt pn Câpn=ig ... Chipn=hgk sani 
0 4 aa UDE 
Bila neîntoarsă Da II 0 baza Eta 
Cab Ch Ci 


2. În calcule se îrtilnesc operaţii cu variabile 
aleatoare. Astfel: a! Fiind date variabilele 


A (2)(i=a, 2 rasar) Y (pi )( =1, 2 m), 


prin suma lor înţelegem variabila aleatoare 


(397) pci ia vi), p2922 = i) 


îi=1j=1 
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Dacă variabilele aleatoare sînt independente 


($ 9.1.5), atunci p;j = piPj 
b) În particular (a = const). 


ti+a az; 
X+a)| pi ) (aă) | p ). 
c) Produsul are repartiţia 


(39%)  (XY) (Sa); ț3 d) Pij = ). 


iZ1 21 


3. Valoarea „medie a unei variabile alea- 
toare, este definită prin formula 


5 n 
(399) m = M(A) = pb PiZie 
i=1 
Proprietăţi 
M(X + a) = M(X) +a, M(aă) = aMlz), 
M(X +Y) = MI) + M(Y), p<M()<t 
unde 7 și E sînt respectiv cea mai mare și 
cea mai mică valoare zş;; 
M(A4Y) = M(A)MU), 


dacă variabilele X şi Y sînt independente. 
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4. Dispersia unei variabile aleatoare este 
definită prin formula 


| (400) oi DX) MI m 
n 
= Do pila — m. 
1 
Proprietăţi 


D*(X + a) = D2(X), D(aX) = a'D2(X), 
Dă + I)= DP'(A4)+ PUP), 


ultima avînd loc dacă varialilele X ii Y sînt 
independenie. 


za i 7. 29, 
Repartiția Media | Dispersia 
n N n 
Poisson SR Ai = > Pi o = > pag: 
= 0 î=1 i=1 
Bernculli np o = |/ npq 
SI b—n 
Biia na a + b s2="n d dm 
neîntoarsă A | a + b—1 
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$ 9.4. Elemente de statistică matematică 


1. Statistica matemalică se ocupă cu studiul 
datelor referitoare la un anumit fenomen; orice 
mulţime care formează vbiectul unei analize sta- 
tistice, se numeş:e pop lație statistică. 'Trăsătura 
comună tuturor obiectelor unei populaţii se nu- 
meşte caracteristică care poate îi cantitativă (cînd 
se poate măsura) sau calitativă. O analiză sta- 
tistică a unui fenomen, conduce la 0 serie statistică. 

2. Vom numi efectivul unei populaţii numărul 
elementelor acesteia, frecvență absolută a unei 
valori a caracteristicii, numărul de unităţi ale 
populatiei corespunzătoare acestei valori, frecvența 
relativă raportul dintre frecvenţa absolută şi eiec- 
tivul populaţiei. În statistică noţiunile de varia- 
bilă aleatoare şi probabilitate se înlocuiesc cu 
caracteristică sau variabilă statistică şi frecvenţă 
relativă. Notiînd cu z o valoare a caracteristicii, 
suma frecvenţelor absolute ale tuturor valorilor 
variabilei mai mici ca z se numeşte frecvenţă 
absolută cumulată crescătoare şi analog, pentru 
frecvență relativă  cumulată crescătoare; ultima 
joacă rolul funcţiei de repartiție din cazul variabi- 
leo aleatoare ($ 9.3.1) 

3. Reprezentarea grafică a seriilor statistice 
(diagrame). 

a) În cazul în care caracteristica este calitativă, 
seria este reprezentată prin dreptunghiuri avînd 
aceeași bază, iar înălțimea proporţională cu coefi- 
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cientul calitativ. În fig. 261 este reprezentată 
o producţie prin procentele anumitor părţi ale ei. 

b) În cazul în care caracteristica este calita- 
tivă se face o reprezentare grafică cu ajutorul 
unui sistem de axe perpendi- 
culare: 

a) Fiind dată o serie In care 
valorile corespund la amplitu- 
dini egale, se obţine o repre- 
/ zentare printr-o histogramă, luînd 

Fig. 261 pe axa orizontală o succesiune 

de segmente egale și construind 

pe fiecare din ele ca bază, dreptunghiuri a căror 

înălţime este proporţională cu frecvenţa cores- 
nunzătoare (fig. 269). 

8) Dacă în mijlocul fiecărui segment orizontal 
se ridică o ordonată egală cu frecvenţa şi se unesc 

i) 


Fig. 262 Fig. 263 


capetele acestor ordonate se obţine un poligon 
al frecvențelor (fig. 263); construcţia s-a tăcut pe 
baza histogramei din fig. 262. 
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ap. 


4, Elementele tipice ale unei serii statistice. 

a) Modul (dominanta) este valoarea caracte- 
ristică corespunzătoare celei mai mari frecvenţe. 

b) Mediana unei serii este numărul zp, astiel 
ca să existe tot atitea unităţi statistice cores- 
punzătoare valorilor mai mici ca z cu cele cores- 
punzătoare valorilor mai mari ca 2. 

c) Media aritmetică a n valori z,, -.:» n este 


_ Pat Za tt £n 


N 


X 


d) Valoarea medie este 


N 
2 => Daf 
i=1 
unde f; sînt frecvențele relative şi corespunde 
mediei din calculul probabilităților ($ 9.3.4). 
e) Dispersia este ($ 9.3.5) 


2 1 se = 
9 sa DP da z)n, 


Abaterea medie pătratică este expresia o şi 
indică gradul de împrăştiere a valorilor în jurul 
mediei. 

5. Problemele de bază ale statisticii matematice. 
a) Legităţile proprii fenomenelor întimplătoare 
de masă sînt cu atît mai pregnante cu cît volumul 
materialului obţinut prin observări este mai mare. 
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În practică de obicei se dispune de o cantitate 
redusă de date ceea ce face ca rezultatele obţinute 
pe baza lor să tie influențate de elemente întîm- 
plătoare. Prima problemă este de a ne da seama 
care dintre trăsături sînt permanente şi deci carac- 
teristice fenomenului pe care îl studiem. Deci, 
“în această problemă trebuie să ştim care sînt 
metodele care păstrează aceste caracteristici şi le 
elimină pe celelalte. Ansamblul acestor metode 
se referă la tehnica ajustării datelur statistice. 

b) Cu datele pe care le avem la uispu'iție se 
vor face unele ipoteze asupra caracterului legităţii 
statistice care apare în fenomenul cercetat şi pe 
care trebuie apoi să le verifice cu ajutorul iola. 
rialului de care dispunem. 

c) A treia problemă este estimarea parametrilor 
necunoscuţi care intră în legile admise. Statistica 
matematică oferă matode specifice pentru esti- 
marea mediei, dispersiei și eventual a altor valori 
ipice. Se pune de asemenea problema de a se 
etermina precizia cu care s-au efectuat calculele. 
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